
หน่วยก�รเร�ยนรู้ที่ 1
ลำ�ดับและอนุกรม

ส�ระและผลก�รเร�ยนรู้
สาระจำานวนและพีชคณิต

เข้าใจและวิเคราะห์แบบรูป ความสัมพันธ์ ฟังก์ชัน ลำาดับและ

อนุกรม และนำาไปใช้

ผลการเรียนรู้

 1.	 ระบุได้ว่าลำาดับที่กำาหนดให้เป็นลำาดับลู่เข้าหรือลู่ออก
 2.	 หาผลบวก n พจน์แรกของอนุกรมเลขคณิตและอนุกรม

เรขาคณิต

 3.	 หาผลบวกอนุกรมอนันต์
 4.	 เข้าใจและนำาความรู้เกี่ยวกับลำาดับและอนุกรมไปใช้

	 ลำาดับและอนุกรมมีความเกี่ยวข้องกับคณิตศาสตร์

ทางการเงินเป็นอย่างมาก ท้ังนี้คณิตศาสตร์ทางการเงินเป็น

เรือ่งใกลต้วัและพบไดใ้นชวีติประจำาวนั เราสามารถใชป้ระโยชน์

จากลำาดับและอนุกรมในเรื่องของการออมเงิน การหาเงินต้น 

การหาดอกเบีย้ รวมถงึการคำานวณคา่รายงวดในการซือ้สนิคา้

เงนิผอ่น นอกจากนีล้ำาดบัและอนกุรมมคีวามสำาคญักบัศาสตร์

ในทางวิศวกรรม เช่น ในทางวิศวกรรมไฟฟา วิศวกรรมโยธา 

หรือแม้กระทั่งใช้เป็นส่วนหนึ่งในการพยากรณ์สภาพอากาศ

ในเชิงอุตุนิยมวิทยา
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 1.1 ลำ�ดับ
 จุดประสงค์

 1.	 นักเรียนสามารถบอกความหมายของลำาดับได้

 2.	 นักเรียนสามารถระบุได้ว่าลำาดับที่กำาหนดให ้ลำาดับใดเป็นลำาดับเลขคณิต หรือลำาดับเรขาคณิต หรือลำาดับ

	 	 ฮาร์มอนิก และหาพจน์ที ่n ของลำาดับได้

 ทักษะและกระบวนการทางคณิตศาสตร์

 1.	 การแก้ปัญหา

 2.	 การสื่อสารและการสื่อความหมายทางคณิตศาสตร์

 3.	 การเชื่อมโยง

 4.	 การให้เหตุผล

 5.	 การคิดสร้างสรรค์

 

 1.1.1 คว�มหม�ยของลำ�ดับ

บทนิยามบทนิยาม

 ลำาดับ คือ ฟังก์ชันท่ีมีโดเมนเป็นเซต {1, 2, 3, ..., n} หรือมีโดเมนเป็นเซต {1, 2, 3, ..., 

n, ...} เรียกลำาดับที่มีโดเมนเป็นเซต {1, 2, 3, ..., n} ว่า ลำาดับจำากัด	 (fi	nite	 sequence) และ

เรียกลำาดับที่มีโดเมนเป็นเซต {1, 2, 3, ..., n, ...} ว่า ลำาดับอนันต	์(infi	nite	sequence)

 รูปแบบก�รกำ�หนดลำ�ดับ

 กำาหนดลำาดับโดยเขียนแจงพจน์ทั้งหมดของลำาดับ เหมาะสำาหรับลำาดับที่มีจำานวนพจน์

ไม่มาก

	 เช่น  1,  5,  9,  13,  17

   2,  4,  8,  16

   1,  1,  2,  3,  5,  8,  13
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 กำาหนดลำาดับโดยเขียนพจน์เริ่มต้นจำานวนหนึ่งพร้อมกับสูตรพจน์ทั่วไปของลำาดับ  

เหมาะสำาหรับลำาดับจำากัดที่มีพจน์เป็นจำานวนมากหรือลำาดับอนันต์

	 เช่น	 4,  1,  2,  ...,  3n7

   1,  3,  9,  ...,  3n1,  ...

   1
3,  1

15,  1
35,  ...,  1

(2n1)(2n1) ,  ...

 กำาหนดพจน์เริ่มต้นจำานวนหนึ่งพร้อมกับสูตรการหาพจน์ถัดไปจากพจน์ก่อนหน้า 

เป็นการกำาหนดโดยใช้ความสัมพันธ์เวียนเกิด (recurrence relation)

	 เช่น	 a1    3; an1   an2 

    a2   a12    32   1

    a3   a22    12   1

    a4   a32    12   3

	 	 	 ลำาดับคือ  3,  1,  1,  3,  ...

 กำาหนดลำาดับโดยการบอกเง่ือนไขหรือสมบัติของพจน์ของลำาดับ เมื่อไม่ทราบสูตรพจน์

ทั่วไปของลำาดับและไม่ทราบความสัมพันธ์เวียนเกิด

 (1)  4, 1, 4, 2, 1, 3, 5, 6, 2, ... คือ ลำาดับ ak เมื่อ ak เป็นทศนิยมตำาแหน่งที่ k ของ 2   

ซึ่งเท่ากับ  1.414213562...

 (2)  7, 1, 8, 2, 8, 1, 8, 2, 8, ... คือ ลำาดับ bk เมื่อ bk เป็นทศนิยมตำาแหน่งที่ k ของ e ซึ่ง 

เท่ากับ  2.718281828...

 แบบฝึกหัดที่ 1.1.1

จงหาห้าพจน์ถัดไปของลำาดับ  an  ที่กำาหนดโดยใช้ความสัมพันธ์เวียนเกิดต่อไปนี้

 1. a1  1,  a2  1  และ  an1  an1an  เมื่อ  n  2

  วิธีทำา เมื่อ  n  2; a3  a1a2

        11            2

    เมื่อ  n  3;    

         

    เมื่อ  n  4;    

         

 

   

 

   

...............................................................................................

    ................................................................................

a5    ...............................................................................

  ...............................................................................
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    เมื่อ  n  5;    

         

    เมื่อ  n  6;    

         

      

       

      

        

    เมื่อ  n  2;    

         

    เมื่อ  n  3;    

         

    เมื่อ  n  4;    

         

    เมื่อ  n  5;    

         

      

       

      

         

    เมื่อ  n  2;    

         

    เมื่อ  n  3;    

         

    เมื่อ  n  4;    

         

    เมื่อ  n  5;    

         

      

 

   

 

   

 

	   

 

	    

 

	   

 

	   

   

 

   

 

   

 

   

 

   

a4    .........................................................................................

       ........................................................................................

a5    .........................................................................................

  .........................................................................................

a6    ........................................................................................

    ............................................................................................

a7    ........................................................................................

    ............................................................................................

ลำาดับคือ  ...........................................................................................................................

3. a1    1,  a2    1  และ  an2    an2an1  เม่ือ  n    1
วิธีทำา  เมื่อ  n    1;  a3    a12a2

  ..............................................................................

a4    ..............................................................................

  ..................................................................................

a5  ..................................................................................

  .............................................................................

a6  ...............................................................................

    ...........................................................................

a7    ...........................................................................

  ..............................................................................

ลำาดับคือ  ..................................................................................................................

a6    .........................................................................................

    .........................................................................................

a7    .........................................................................................

    ........................................................................................

ลำาดับคือ  .................................................................................................................................

2. a1    1,  a2    1  และ  an2    2anan1  เม่ือ  n    1
วิธีทำา  เมื่อ  n    1;  a3    2a1a2

  2(1)1    3
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    เมื่อ  n  2;  

        

    เมื่อ  n  3;  

        

    เมื่อ  n  4;  

        

    เมื่อ  n  5;  

        

     

  

  

    

  

 

    

  

 (1)	 พจน์ที่ n ของลำาดับเลขคณิต an  a1(n1)d

	 	 แทนค่า จะได้	 an  9(n1)(4)

   an  4n5 ตอบ

	   

	   

	   

	   

	   

4.  a1    1,  a2    1  และ  an2    3an12an  เมื่อ  n    1
  วิธีทำา  เมื่อ  n    1;  a3    3a22a1

  .............................................................................

a4    .............................................................................

  .................................................................................

a5  .................................................................................

  ............................................................................

a6    ...........................................................................

  ................................................................................

a7  ...............................................................................

    ..........................................................................

ลำาดับคือ  ....................................................................................................................

1.1.2 ลำ�ดับเลขคณิต

บทนยาม

  ลำาดับเลขคณิต  คือ  ลำาดับซึ่งมีผลต่างที่ได้จากการนำาพจน์ที่  n1  ลบด้วยพจน์ที่  n  เป็น
ค่าคงตัวท่ีเท่ากัน  สำาหรับทุกจำานวนเต็มบวก  n  และเรียกค่าคงตัวที่เป็นผลต่างนี้ว่า  ผลต่างร่วม

  a1,  a2,  a3,  ...,  an,  an1,  ...  เป็นลำาดับเลขคณิต  ก็ต่อเมื่อ  มีค่าคงตัว  d  โดยที่  d    an1an

สำาหรับทุกจำานวนเต็มบวก  n

ดังนั้น  an    a1(n1)d

ตัวอย่างที่  1  กำาหนดลำาดับเลขคณิต  9,  13,  17,  21,  ...  จงหา

  (1)  พจน์ที่  n  (2)  พจน์ที่  10  และพจน์ที่  20

วิธีทำา  จากลำาดับ  9, 13, 17, 21, ...

  a1    9,  d    139    1713    ...    4
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 (2)	 พจน์ที่ 10 คือ	 a10  4(10)5

   a10  45

	 	 พจน์ที่ 20 คือ	 a20  4(20)5

   a20  85 ตอบ

 แบบฝึกหัดที่ 1.1.2

 1. กำาหนดลำาดับเลขคณิต จงพจน์ที่ n และพจน์ที่กำาหนด

      

             

         

         

         

         

         

         

  

	 	 จะได้	 Ax  yA

    2A  xy
       

   A  xy
2

	 	 จงหาพจน์กลางระหว่างสองพจน์ในลำาดับเลขคณิตต่อไปนี้

  (1) 
3
4  และ  98

   วิธีทำา พจน์กลางระหว่าง  3
4  และ  98  คือ  


3
4

9
8

2

       

       

       

                  

an    a1(n1)d

    .......................................

  .......................................

  .......................................

a53    .......................................

    .......................................

2. ถ้า  x,  A,  y  เป็นลำาดับเลขคณิต

(1)  13,  2,  9,  ...

  วิธีทำา  a1   ..........,    d    ..........

(2)  11,  5.5,  0,  ...

  วิธีทำา  a1    ...  ......,    d    ..........

an    ...............................

  ...............................

  ...............................

  ...............................

a230    ...............................

  ...............................

  ...............................................................................

  ...............................................................................

  ...............................................................................
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  (2) 1
1 x

  และ  1
1 x

   วิธีทำา พจน์กลางระหว่าง  1
1 x

  และ  1
1 x

  คือ  ...................................................................

       ...............................................................................

       ...............................................................................

       ...............................................................................

 3. จงหาพจน์กลาง 3 พจน์ที่อยู่ระหว่างสองพจน์ของลำาดับเลขคณิต  1
1 x

,  p,  q,  r,  13 x
1x

  วิธีทำา	 พจน์แรกของลำาดับคือ 1
1 x

  1 x
1x    (ทำาให้อยู่ในรูปตัวส่วนไม่ติดกรณฑ)์

    ดังนั้น a1  1 x
1x    

    13 x
1x

  เป็นพจน์ที ่5 ของลำาดับ

    ดังนั้น a5    a14d  13 x
1x

    แทนค่า  a1; 
1 x
1x 4d  13 x

1x

      4d  4 x
1x

      d   ...............................................................................

    ดังนั้น p    a1d  1 x
1x    ...............................................................................

      q    a12d  1 x
1x    ...............................................................................

      r    a13d  1 x
1x    ...............................................................................
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 4. กำาหนดลำาดับเลขคณิต  9,  13,  17,  21,  ...  จงหา

  (1)	 พจน์ที่  n   (2)	 พจน์ที่  10

  (3) 229  เป็นพจน์ที่เท่าไรของลำาดับ

  วิธีทำา	 จากลำาดับ  9,  13,  17,  21,  ...

    a1  9,  d  139  1713  ...  4

    (1)	 พจน์ที่ n ของลำาดับเลขคณิต an  a1(n1)d

	 	 	 	 	 แทนค่า จะได้	 an  9(n1)(4)

      an   .........................

	 	 	 	 	 ดังนั้น	 an   .........................

    (2)	 พจน์ที่ 10 คือ  a10  a19d	 หรือ	 an  4n5

      a10  ...............................  a10  4(10)5

      a10  ...............................  a10  ...............................

      a10  ...............................  a10  ...............................

    (3)	 ให้ 229 เป็นพจน์ที ่n ของลำาดับ  9,  13,  17,  21,  ...

     an  a1(n1)d	 หรือ	 an  4n5

     229  9(n1)(4)  229  4n5

     ........................................................ ........................................................

     ........................................................ ........................................................

     ........................................................ ........................................................

	 	 	 	 	 ดังนั้น  229  เป็นพจน์ที ่........................ ของลำาดับ  9,  13,  17,  21,  ...

 5.	 ถ้าผลบวกสามพจน์แรกของลำาดับเลขคณิตลำาดับหนึ่งเท่ากับ 12 และผลบวกของกำาลังสามของแต่ละ

พจน์ในลำาดับนี้เท่ากับ 18 จงหาลำาดับนี้

  วิธีทำา	 ให้  ad,  a,  ad  เป็นสามพจน์แรกของลำาดับเลขคณิตนี้

	 	 	 	 ผลบวกของสามพจน์แรกของลำาดับเลขคณิตเท่ากับ 12 

	 	 	 	 ดังนั้น  (ad)a(ad) .....................................................................................

      3a .....................................................................................

      a .....................................................................................
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	 	 	 	 ผลบวกของกำาลังสามของแต่ละพจน์ในลำาดับนี้เท่ากับ  

	 	 	 	 ดังนั้น  (ad)3
a3

(ad)3  ........................................................

      a3
3a2d3ad2

d3
a3

.................................  ........................................................

      3a3
6ad2  ........................................................

      3a(a2
2d2)  ........................................................

	 	 	 	 หาค่า d; .......................................................................................................................

      .......................................................................................................................

      .......................................................................................................................

      .......................................................................................................................

      .......................................................................................................................

   	 เมื่อ	d    ......................  สามพจน์แรกของลำาดับคณิตนี้คือ

     1
6

1
3,  ....................,  16

1
3  หรือ  ......................................................................................

	 	 	 	 เมื่อ	d    ......................  สามพจน์แรกของลำาดับคณิตนี้คือ

     ...........................................................................................................................................

 1.1.3 ลำ�ดับเรข�คณิต

บทนิยามบทนิยาม

 ลำาดับเรขาคณิต คือ ลำาดับซึ่งมีอัตราส่วนของพจน์ที่ n1 ต่อพจน์ที่ n เป็นค่าคงตัว

ที่เท่ากัน สำาหรับทุกจำานวนเต็มบวก n และเรียกค่าคงตัวที่เป็นอัตราส่วนนี้ว่า อัตราส่วนร่วม

 a1, a2, a3, ..., an, an1, ... เป็นลำาดับเรขาคณิต ก็ต่อเม่ือ มีค่าคงตัว r โดยที่ r  
an1
an

 สำาหรับ

ทุกจำานวนเต็มบวก n

	 	 	 	 	 ดังนั้น	 	      an    a1r
n1
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ตัวอย่างที ่2 	 กำาหนดลำาดับเรขาคณิต  1,  23,  49,  ...   จงหา

   (1)  พจน์ที่ n (2)	 พจน์ที่ 6 และพจน์ที ่10

วิธีทำา	 จากลำาดับ  1,  23,  49,  ... 

 a1  1,  r  231  49
2
3  ...  23

 (1)	 พจน์ที่ n ของลำาดับเลขคณิต an  a1r
n1

	 	 แทนค่า จะได้	 an  1 
2
3

n1

   an  2
3

n1

 ตอบ

 (2)	 พจน์ที่ 6 คือ	 a6  1 
2
3

61

   a6  2
3

5

   a6  32
243 ตอบ

	 	 พจน์ที่ 10 คือ	 a10  1 
2
3

101

   a10  2
3

9

   a10  512
19683 ตอบ

 แบบฝึกหัดที่ 1.1.3

 1.	 จงหาอัตราส่วนร่วม พจน์ที่  n  และพจน์ที่กำาหนด

  (1) a3  2,  a5  9
2 (2) a5  17,  a9  272

   วิธีทำา a3  2  วิธีทำา a5  17

    a1r
2  ....................                .....(1)   a1r

4  ....................                .....(1)

    a5     a9  272

    a1r
4  ....................                .....(2)   a1r

8  ....................                .....(2)
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         (2)(1); r2  ..............................................            (2)(1); r4  ..............................................

    r  ..............................................   r  ..............................................

    จาก (1); a1  ..............................................   จาก (1); a1  ..............................................

    an  a1r
n1   an  a1r

n1

      ..............................................     ..............................................

    a9  ..............................................   a10  ..............................................

      ..............................................     ..............................................

 2.	 ถ้า  x,  G,  y  เป็นลำาดับเรขาคณิต

	 	 จะได้	 G
x   y

G
    G2  xy

       

    G   xy

	 	 จงหาพจน์กลางระหว่างสองพจน์ในลำาดับเรขาคณิตต่อไปนี้

  (1) 121  และ  484

   วิธีทำา พจน์กลางระหว่าง  121  และ  484  คือ

     (121)(484)   ...............................................................................

      ...............................................................................

  (2) 4
3   และ  64

27

   วิธีทำา พจน์กลางระหว่าง  4
3   และ  64

27   คือ

    
4
3  64

27   ...............................................................................

      ...............................................................................

      ...............................................................................
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 3.	 จงหาพจน์กลาง 3 พจน์ที่อยู่ระหว่างสองพจน์ของลำาดับเรขาคณิต  3,  x,  y,  z,   1
27

  วิธีทำา	 พจน์ที่ n ของลำาดับเรขาคณิตคือ  an  a1r
n1

    3 เป็นพจน์แรก และ  1
27 เป็นพจน์ที่ 5 ของลำาดับเรขาคณิต  

   	 ดังนั้น a1  ...............................................................................

      a5    a1r
4  ...............................................................................

   	 แทนค่า a1; ..................................................................................................................

      ..................................................................................................................

      r  ...............................................................................

   	 ดังนั้น x  a1r  ...............................................................................

      y   ...............................................................................

      z   ...............................................................................

 4.	 จงเติมพจน์ที่หายไปของลำาดับเรขาคณิต

  (1) 6,  .............,  .............,  48 (2) .............,  3
2,  92,  .............

  (3) 2,  .............,  2
9,  ............. (4) 8

25,  45,  .............,  .............

 5.	 ลำาดับท่ีกำาหนดให้ต่อไปนี้ลำาดับใดเป็นลำาดับเลขคณิตและลำาดับใดเป็นลำาดับเรขาคณิต ถ้าเป็น 

ลำาดับเลขคณิตให้บอกค่า d ถ้าเป็นลำาดับเรขาคณิตให้บอกค่า r

  (1) 2
9,  16,  18,  3

32,  9
128 ......................................................................................................

  (2) 7.25,  9.5,  11.75,  14 ......................................................................................................

  (3) 8.25,  8.5,  8.75 ......................................................................................................

  (4) 
5
8,  14,   1

10,  1
25,   2

125 ......................................................................................................
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 6.	 กำาหนดให ้4, x, 10 เปน็สามพจนเ์รยีงกนัในลำาดบัเลขคณติ และ 4, x, y เป็นสามพจนเ์รียงกนัในลำาดบั

เรขาคณิต จงหาค่าของ x และ y

  วิธีทำา 4,  x,  10  เป็นลำาดับเลขคณิต  

	 	 	 	 ดังนั้น	 x  ...............................................................................

    4,  x,  y  เป็นลำาดับเรขาคณิต

	 	 	 	 ดังนั้น	 x2  ...............................................................................

     ..................................................................................................................................................

     ..................................................................................................................................................

     ..................................................................................................................................................

 7.	 จงหาผลคูณ n พจน์แรก และ 10 พจน์แรกของลำาดับเรขาคณิต  1,  12,  14,  18,  ...

  วิธีทำา	 พจน์ที่ n ของลำาดับ  1,  12,  14,  18,  ...  คือ  1 
1
2

n1

	 	 	 	 ผลคูณ n พจน์แรกคือ    1
1
2

1
4

1
8 ...  

1
2

n1

        121
22

23
 ... 2(n1)

    123 ... n    
n
2(n1)    2[0123…(n1)]

        .........................................................................

	 	 	 	 ผลคูณ 10 พจน์แรกเท่ากับ	 2
10
2 (101)  .........................................................................

     ..................................................................................................................................................

     ..................................................................................................................................................

 8.	 โทรศัพท์มือถือเครื่องหนึ่งราคา 15,000 บาท เมื่อเวลาผ่านไป 1 ปี ราคาจะลดลง 25% ของราคา 

ของปีที่ผ่านมาเป็นเช่นนี้เรื่อยไป เมื่อเวลาผ่านไป 5 ป ีโทรศัพท์มือถือเครื่องนี้จะมีราคาเท่าไร

  วิธีทำา	 ปีแรกราคา 15,000 บาท เมื่อเวลาผ่านไป 1 ปี จะมีราคา 15,000
75
100 บาท

   	 ปีที่สองราคา 15,000
75
100 บาท เมื่อเวลาผ่านไป 2 ปี จะมีราคา

    15,000
75
100 

75
100 บาท      15,000 75

100

2

 บาท

    เมื่อเวลาผ่านไป 5 ปี โทรศัพท์จะมีราคา ..................................................................................

     ..................................................................................................................................................

     ..................................................................................................................................................

     ..................................................................................................................................................

        

        

      

      

      

        

        

      

      

       

    

    

    



แบบฝึกเสริมทักษะ | คณิตศาสตร์เพิ่มเติม ม.6 เล่ม 114

 หมายเหตุ 

	 เราอาจหาราคาเมื่อเวลาผ่านไป 5 ปี (ราคาในปีที ่6) โดยใช้สูตร an  a1r
n1 ซึ่งคำาตอบ

ที่ได้เท่ากัน

 9.	 ฝากเงิน 10,000 บาท ไว้กับธนาคารแห่งหนึ่ง โดยธนาคารให้ดอกเบี้ยร้อยละ 5 ต่อป ีจงหาเงินรวม

เมื่อฝากครบ 5 ปี

  วิธีทำา	 เงินต้น 100 บาท ครบปี ได้เงินรวม  1005  บาท

	 	 	 	 ปีที่ 1 เงินต้น 10,000 บาท ครบปีได้เงินรวม  10,000 105
100   บาท

	 	 	 	 ปีที่ 2 เงินต้น  10,000 105
100   บาท ครบปีได้เงินรวม  10,000 105

100  105
100   บาท

      10,000 105
100

2

 บาท

	 	 	 	 ในทำานองเดียวกัน ครบปีที ่5 ได้เงินรวม ................................................................................

     ..................................................................................................................................................

     ..................................................................................................................................................

     ..................................................................................................................................................

 10.	 ซื้อรถยนต์คันหนึ่งราคา 1,200,000 บาท เมื่อใช้ไปแล้วราคาของรถยนต์จะลดลงปีละ 60,000 บาท  

จงหาราคาของรถยนต์คันนี้ในปีที ่6

  วิธีทำา	 ปีที่ 1 รถยนต์ราคา	 1,200,000	 บาท

	 	 	 	 ปีที่ 2 รถยนต์ราคา	 1,200,00060,000	 บาท

 	 	 	 ปีที่ 3 รถยนต์ราคา	 1,200,0002(60,000)	 บาท

	 	 	 	 ในทำานองเดียวกัน ปีที ่6 รถยนต์ราคา  ...................................................................................

     ..................................................................................................................................................

     ..................................................................................................................................................
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 11.	 จงหาผลคูณ n พจน์แรกของลำาดับเรขาคณิต  1,  2,  4,  8,  ...

  วิธีทำา	 พจน์ที่ n ของลำาดับเรขาคณิตคือ  an  a1r
n1

	 	 	 	 พจน์ที่ n ของลำาดับ  1,  2,  4,  8,  ...  คือ  an   ........................................................................

	 	 	 	 ผลคูณ n พจน์แรกเท่ากับ  ........................................................................................................

     ..................................................................................................................................................

     ..................................................................................................................................................

     ..................................................................................................................................................

 12. 	 	 	 	 	 	 	 จากรูป AB ตั้งฉากกับ OY, BC ตั้งฉากกับ  

       OX, CD ตั้งฉากกับ OY, DE ตั้งฉากกับ  

       OX และ EF ต้ังฉากกับ OY ถ้า AB  10  

	 	 	 	 	 	 	 และ BC  9  จงหาความยาวของ EF

  วิธีทำา	 ในรูปสามเหลี่ยม  ABC; cos θ	  ..................................................                    .....(1)

   	 ในรูปสามเหลี่ยม  BCD; cos θ	  ..................................................                    .....(2)

   	 จาก  (2); CD	  ..................................................                    .....(3)

   	 แทนค่า  (1) ใน (3); CD	  ..................................................                    .....(4)

   	 ในรูปสามเหลี่ยม  CDE; cos θ	  ..................................................                    .....(5)

   	 จาก (5); DE	  ..................................................                    .....(6)

   	 แทนค่า (1) และ (4) ใน (6); DE	  ...............................................................................

      	  ...............................................................................

   	 ในทำานองเดียวกัน EF	  ...............................................................................

        					

       

       

       

       

O F

E
C

A
X

YD B

θ θ

θ
θ
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 1.1.4 ลำ�ดับฮ�ร์มอนิก 

บทนิยามบทนิยาม

 ถ้า 1
a1

, 1
a1d, 1

a12d , ..., 1
a1(n1)d  เป็นพจน์ที่ 1, 2, 3, ..., n ในลำาดับฮาร์มอนิก 

จะได้ว่า

 a1, a1d, a12d, ..., a1(n1)d เป็นพจน์ที ่1, 2, 3, ..., n ในลำาดับเลขคณิต

 แบบฝึกหัดที่ 1.1.4

 1.	 กำาหนดให ้ 13,  18,  1
13,  1

18,  ...  เป็นลำาดับฮาร์มอนิก จงหาพจน์ที ่n และพจน์ที ่10

  วิธีทำา 1
3,  18,  1

13,  1
18,  ...  เป็นลำาดับฮาร์มอนิก

	 	 	 	 ดังนั้น  3,  8,  13,  18,  ...  เป็นลำาดับเลขคณิต

	 	 	 	 พจน์ที ่n ของลำาดับเลขคณิต คือ  an  a1(n1)d

	 	 	 	 แทนค่า จะได้	 an   ...............................................................................

      an   ...............................................................................

	 	 	 	 และ		 a10   ...............................................................................

      a10   ...............................................................................

	 	 	 	 ดังนั้น	 พจน์ที ่n ของลำาดับ  13,  18,  1
13,  1

18,  ...  คือ ...............................................................

	 	 	 	 	 	 พจน์ที ่10 ของลำาดับ  13,  18,  1
13,  1

18,  ...  คือ ..............................................................

 2.	 ถ้า  x,  H,  y  เป็นลำาดับฮาร์มอนิก

	 	 ดังนั้น  1x,  1
H,  1y  เป็นลำาดับเลขคณิต

	 	 จะได้	 	 	 1
H

1
x  1

y
1
H

      2
H  1

x
1
y

      2
H  

xy
xy

      

      H  2xy
xy

	 	 จงหาพจน์กลางระหว่าง 5 และ 20 ในลำาดับฮาร์มอนิก

  วิธีทำา	 พจน์กลางระหว่าง 5 และ 20 ในลำาดับฮาร์มอนิก คือ ..............................................................

        

        

        

        

                                  

                                  



17หน่วยการเรียนรู้ที่ 1 | ลำาดับและอนุกรม

 3.	 ตัวกลางเลขคณิตและตัวกลางฮาร์มอนิกของจำานวนสองจำานวนเท่ากับ 27 และ 12 ตามลำาดับ จงหา

ตัวกลางเรขาคณิตของจำานวนทั้งสองนี้

  วิธีทำา	 ให้จำานวนทั้งสองคือ a และ b

	 	 	 	 ตัวกลางเลขคณิตเท่ากับ 27

	 	 	 	 ดังนั้น  .......................................................................................................................................

     ..................................................................................................................................................

	 	 	 	 ตัวกลางฮาร์มอนิกเท่ากับ 12

	 	 	 	 ดังนั้น  .......................................................................................................................................

     ..................................................................................................................................................

     ..................................................................................................................................................

     ..................................................................................................................................................

	 	 	 	 ตัวกลางเรขาคณิตคือ	  ab   ...............................................................................

     ..................................................................................................................................................

 4.	 ถ้าพจน์ที ่3 และพจน์ที ่6 ของลำาดับฮาร์มอนิกเท่ากับ 6
11 และ 6

5 ตามลำาดับ แล้วพจน์แรกของลำาดับ 

ฮาร์มอนิกนี้เท่ากับเท่าไร 

  วิธีทำา	 พจน์ที่ 3 และพจน์ที ่6 ของลำาดับฮาร์มอนิกเท่ากับ 6
11 และ 65

	 	 	 	 จะได้พจน์ที ่3 และพจน์ที่ 6 ของลำาดับฮาร์มอนิกเท่ากับ .......................................................

	 	 	 	 พจน์ที่ n ของลำาดับเลขคณิต คือ an  a1(n1)d

	 	 	 	 แทนค่าจะได ้ ............................................................................................................................

     ....................................................................................................................                     .....(1)

    และ  ..........................................................................................................................................

     ....................................................................................................................                     .....(2)

    (2)(1);  ...................................................................................................................................

     ..................................................................................................................................................

    แทนค่า d  ................. ใน (1) จะได ้ ......................................................................................

     ..................................................................................................................................................

	 	 	 	 ดังนั้น พจน์แรกของลำาดับฮาร์มอนิกนี้เท่ากับ  .......................................................................
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 1.2 ลิมิตของลำ�ดับอนันต์ 
 จุดประสงค์

 1.	 นักเรียนสามารถระบุได้ว่าลำาดับที่กำาหนดให้เป็นลำาดับลู่เข้าหรือลู่ออก

 2.	 นักเรียนสามารถหาลิมิตของลำาดับอนันต์ได้

 ทักษะและกระบวนการทางคณิตศาสตร์

 1.	 การสื่อสารและการสื่อความหมายทางคณิตศาสตร์

 2.	 การเชื่อมโยง

 3.	 การให้เหตุผล

 4.	 การคิดสร้างสรรค์

 (1)		 พิจารณากราฟของลำาดับ  an  1
2n

	 	 	 ถ้า n มีค่ามากขึ้นไม่มีที่สิ้นสุด แล้ว an มีค่าลดลงใกล ้0 แต่ไม่เท่ากับ 0

 (2)		 พิจารณากราฟของลำาดับ  an  5

	 	 	 ถ้า n มีค่ามากขึ้นไม่มีที่สิ้นสุด แล้ว an มีค่าเท่ากับ 5 เสมอ    

0

1
2

1
4
1
8

1 2 3 4 5 6 7
n

an

0

5

1 2 3 4 5 6
n

an
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 (3)		 พิจารณากราฟของลำาดับ  an  1
(1)n

n

	 	 	 ถ้า n มีค่ามากขึ้นไม่มีที่สิ้นสุด แล้ว an มีค่าเข้าใกล ้1 แต่ไม่เท่ากับ 1

	 เมื่อ n มีค่ามากขึ้นโดยไม่มีที่สิ้นสุด และพจน์ที่ n มีค่าเข้าใกล้หรือเท่ากับจำานวนจริง L  

เพียงจำานวนเดียวเท่านั้น เรียก L ว่า ลิมิตของลำาดับ	(Limit	of	sequence)

	 และกล่าวว่าลำาดับนั้นมีลิมิตเท่ากับ L เขียนแทนด้วย lim
n→

 an  L (อ่านว่า ลิมิตของลำาดับ an เมื่อ  

n มีค่ามากขึ้นโดยไม่มีที่สิ้นสุดเท่ากับ L)

	 	 ลำาดับ  an  1
2n  มีลิมิตเท่ากับ 0 เขียนแทนด้วย  lim

n→
 1
2n  0

	 	 ลำาดับ  an  5  มีลิมิตเท่ากับ 5 เขียนแทนด้วย  lim
n→

 5  5

	 	 ลำาดับ  an  1
(1)n

n   มีลิมิตเท่ากับ 1 เขียนแทนด้วย  lim
n→

 1
(1)n

n   1

	 เรียกลำาดับอนันต์ที่มีลิมิตว่า ลำาดับลู่เข้า	(convergent	sequence)

 (4)		 พิจารณากราฟของลำาดับ  an  2n1

	 	 	 ถ้า n มีค่ามากขึ้นไม่มีที่สิ้นสุด พจน์ที่ n ของลำาดับมีค่ามากขึ้นไม่เข้าใกล้จำานวนใด 

จำานวนหนึ่ง ลำาดับนี้จึงไม่มีลิมิตและไม่เป็นลำาดับลู่เข้า เรียกลำาดับอนันต์นี้ว่า ลำาดับลู่ออก	 (divergent	

sequence)

0 1

1

2

2

3 4 5 6 7
n

an

0 1

5

15

2

10

20

3 4 5 6 7
n

an
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 (5)		 พิจารณากราฟของลำาดับ  an  (1)n1

	 	 	 เมื่อ n เป็นจำานวนคี ่an  1 และเมื่อ n เป็นจำานวนคู ่an  1

	 	 	 เมื่อ n มีค่ามากขึ้นโดยไม่มีที่สิ้นสุด พจน์ที่ n ของลำาดับนี้ไม่เข้าใกล้จำานวนใดจำานวนหนึ่ง 

ลำาดับนี้จึงไม่มีลิมิต จึงเป็นลำาดับลู่ออก เรียกลำาดับลู่ออกนี้ว่า ลำาดับกวัดแกว่ง	(oscillating	sequence)

 ข้อสังเกตเกี่ยวกับลิมิตของลำาดับ

 1.	ลำาดับที่จะนำามาพิจารณาลิมิตต้องเป็นลำาดับอนันต์

 2.	ลำาดับที่มีลิมิต เรียกว่า ลำาดับลู่เข้า ลำาดับที่ไม่มีลิมิต เรียกว่า ลำาดับลู่ออก

 3.	การพิจารณาว่าลำาดับใดจะมีลิมิตหรือไม ่อาจทำาได้โดยการพิจารณากราฟของลำาดับ

ทฤษฎีบททฤษฎีบททฤษฎีบท

 ให ้ n  เป็นจำานวนจริง

	 ถ้า  |r|  1 (1  r  1)  แล้ว  lim
n→

 rn  0

	 ถ้า  |r|  1 (r  1 หรือ r  1)  แล้ว  lim
n→

 rn  หาค่าไม่ได้

	 ถ้า  r  1  แล้ว  lim
n→

 rn  1  

	 เช่น	1. lim
n→

 
1
2

n

  0

   2. lim
n→

 1
5

n

  0

   3. lim
n→

 
3
2

n

  หาค่าไม่ได้

   4. lim
n→

 4
3

n

  หาค่าไม่ได้

0 1

1

2

1

3 4 5 6 7
n

an
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ทฤษฎีบททฤษฎีบททฤษฎีบท

 ให้ an, bn, tn เป็นลำาดับของจำานวนจริง A, B เป็นจำานวนจริง และ c เป็นค่าคงตัวใดๆ 

โดย  lim
n→

 an  A  และ  lim
n→

 bn  B  จะได้ว่า

 (1)	ถ้า  tn  c  แล้ว  lim
n→

 tn    lim
n→

 c    c

 (2) lim
n→

 can  c lim
n→

 an    cA

 (3) lim
n→

 (anbn)    lim
n→

 an lim
n→

 bn    AB

 (4) lim
n→

 (anbn)    lim
n→

 an lim
n→

 bn    AB

 (5) lim
n→

 (anbn)    lim
n→

 an lim
n→

 bn    AB

 (6)	ถ้า  bn  0  ทุกจำานวนเต็มบวก  n  และ  B  0  แล้ว  lim
n→

 
an
bn

    
lim
n→

 an

lim
n→

 bn
    AB

ตัวอย่างที ่1 	 จงหา  lim
n→

 an  จาก an ที่กำาหนดให้ต่อไปนี้

วิธีทำา (1) an    8

	 	 เนื่องจาก  8  เป็นค่าคงตัว  ดังนั้น  lim
n→

 8    8 ตอบ

 (2) an    8n

	 	 เนื่องจาก	 8
n  8 1

n

	 	 จะได้	 lim
n→

 8n  8 lim
n→

 1n

	 	 ดังนั้น	 lim
n→

 8n  8(0)          0 ตอบ

 (3) an    2n2
n

3n2

	 	 เนื่องจาก	 2n2
n

3n2     

	 	 จะได้	 lim
n→

 2n2
n

3n2   

     

     

     ตอบ
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 (4) an    (n1)(n2)
2n2

  วิธีที่	1 an  

     

     

     

   lim
n→

 an  

     

     ตอบ

  วิธีที่	2 an  

     

     

   lim
n→

 an  

     

     

     ตอบ

ทฤษฎีบททฤษฎีบททฤษฎีบท

 ให้ an เป็นลำาดับของจำานวนจริงที่มากกว่าหรือเท่ากับ 0 และให้ m เป็นจำานวนเต็มที่

มากกว่าหรือเท่ากับ 2

	 ถ้า  lim
n→

 an    L

	 แล้ว  lim
n→

 an
m     lim

n→
 an

m     Lm
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ตัวอย่างที ่2 	 จงพิจารณาลำาดับ an  
n2

27n
8n2

3n
3  ว่าเป็นลำาดับลู่เข้าหรือลู่ออก ถ้าเป็นลำาดับลู่เข้า  

	 	 	 จงหาลิมิตของลำาดับ

วิธีทำา	 เนื่องจาก	 lim
n→

 n
2
27n

8n2
3n

 

    

    

     

     

	 จะได้	 lim
n→

 n2
27n

8n2
3n

3   

     

     

	 ดังนั้น  ลำาดับ  an  
n2

27n
8n2

3n
3   เป็นลำาดับลู่เข้า และมีลิมิตเป็น  ตอบ

ตัวอย่างที ่3 	 จงพิจารณาลำาดับ bn  
n2

2n
n  ว่าเป็นลำาดับลู่เข้าหรือลู่ออก ถ้าเป็นลำาดับลู่เข้า จงหา 

	 	 	 ลิมิตของลำาดับ

วิธีทำา	 เนื่องจาก	 lim
n→

 n
2
2n
n   lim

n→
 n(n2)

n

     lim
n→

 (n2)    หาค่าไม่ได้

	 ดังนั้น  ลำาดับ  bn  
n2

2n
n   เป็นลำาดับลู่ออก ไม่มีลิมิต	 ตอบ
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 แบบฝึกหัดที่ 1.2

 1.	 จงเขียนกราฟเพื่อตรวจสอบว่าลำาดับใดเป็นลำาดับลู่เข้า ลำาดับใดเป็นลำาดับลู่ออก ถ้าเป็นลำาดับลู่เข้า 

จงหาลิมิตของลำาดับนั้น

  (1) an  1
2n1     1,  12,  14,  18,  1

16,  ...

   เป็นลำาดับ ........................................................  lim
n→

 1
2n1     ........................................................

  (2) an  (1)n1    (1,  1,  1,  1,  ...)

   เปน็ลำาดบั ........................................................................................................................................

  (3) an  1n    1,  12,  13,  14,  ...

   เปน็ลำาดบั ........................................................................................................................................

an

0

1
1
2

1 2 3 4 5 6 7 8
n

       

80 1

1

2

1

3 4 5 6 7
n

an

an

0

1
1
2

1 2 3 4 5 6 7 8
n
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  (4) an   1
2n    1

2,  14,  16,  18,  ...

   เปน็ลำาดบั ........................................................................................................................................

  (5) an  1
2n1    1,  13,  15,  17,  ...

   เปน็ลำาดบั ........................................................................................................................................

  (6) an  n
n1    1

2,  23,  34,  45,  56,  ...

   เปน็ลำาดบั ........................................................................................................................................

an

0

1
1
2

1 2 3 4 5 6 7 8
n

an

0

1
1
2

1 2 3 4 5 6 7 8
n

an

0

1

1
2

2
3

1 2 3 4 5 6 7 8
n
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  (7) an   (1)n11
n    .............................................................................................................................

   เปน็ลำาดบั ........................................................................................................................................

  (8) an   4
5

n1

    ..................................................................................................................................

   เปน็ลำาดบั ........................................................................................................................................

80 1 2

1

3 4 5 6 7
n

an

1
2

1
2

an

0

1
0.5

1 2 3 4 5 6 7 8
n
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 2.	 จงใช้ทฤษฎีบทเกี่ยวกับลิมิตของลำาดับตรวจสอบว่าลำาดับในข้อใดเป็นลำาดับลู่เข้าหรือลำาดับลู่ออก

  (1)  an  3
5n  (2)  an  2n

3n

    lim
n→

 3
5n   

3
5 lim

n→
 1n   lim

n→
 2

n

3n  lim
n→

 2
3

n

      
3
5(0)     ....................   

      ....................

   เป็นลำาดับ .....................................................  เป็นลำาดับ ......................................................

  (3)  an  
4
3

n

 (4)  an  5 1
2n

    lim
n→

  4
3

n

   lim
n→

 4
3

n

   lim
n→

 5 1
2n   5 lim

n→
 1

2

n

   

   .............................................        ..............................................

   เป็นลำาดับ .....................................................     ..............................................

        เป็นลำาดับ ......................................................

  (5) an  1
2
n  (6) an  4n3

3n

    lim
n→

 1
2
n     lim

n→
 4n3

3n

     lim
n→

 12 lim
n→

 1n    ............................................................

     ...........................................................    ............................................................

     ...........................................................    ............................................................

   เป็นลำาดับ ....................................................    ............................................................

        เป็นลำาดับ ......................................................
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  (7) an  35n2

n2   (8) an  3n2
2n1
n2

    lim
n→

 35n2

n2     lim
n→

 3n2
2n1
n2

     lim
n→

 3
n2 5     ............................................................

     3 lim
n→

 1
n2  lim

n→
 5    ............................................................

     ...........................................................    ............................................................

     ...........................................................    ............................................................

   เป็นลำาดับ ....................................................  เป็นลำาดับ ......................................................

  (9)  an  4n2
1

3nn2 (10)  an  n2
2n1
2n2

1

      
n2 4

1
n2

n2 3
n1

     

n2 1
2
n

1
n2

n2 2
1
n2

      

4
1
n2

3
n1

     ..............................................

   ดังนั้น	  lim
n→

 4n2
1

3nn2  ดังนั้น	  lim
n→

 n
2
2n1
2n2

1

      lim
n→

 
4

1
n2

3
n1

     ..............................................

      ..............................................     ..............................................

      ..............................................     ..............................................

   เป็นลำาดับ .....................................................  เป็นลำาดับ ......................................................
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         (11)  an  2n1
3n

3n1  (12)  an  2n

3n
5

      2
3

n1


3n

3n1      

2n

3n

3n
5
3n

      ..............................................     ..............................................

   ดังนั้น	  lim
n→

 2
n1

3n

3n1   ดังนั้น	  lim
n→

 2n

3n
5

      lim
n→

 2
3

n1

 lim
n→

 13     lim
n→

 

2
3

n

1
5
3n

 

      ..............................................     ..............................................

   เป็นลำาดับ .....................................................  เป็นลำาดับ ......................................................

         (13)  an  n2
3

3n  (14)  an  n n

n2
1

      n2
3

9n2      

n n
n

n2
1
n2

      ..............................................     ..............................................

   ดังนั้น	  lim
n→

 n2
3

3n   ดังนั้น	  lim
n→

 n n

n2
1

      ..............................................     ..............................................

      ..............................................     ..............................................

   เป็นลำาดับ .....................................................  เป็นลำาดับ ......................................................
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         (15)  an  n2
5

4n4
n

 (16)  an  2n5
n2

43

n2
1

      
n2 1

5
n2

n2 4
1
n3

     ......

      ..............................................     ..............................................

   ดังนั้น	  lim
n→

 n2
5

4n4
n

  ดังนั้น	  lim
n→

 2n5
n2

43

n2
1

      ..............................................     ..............................................

      ..............................................     ..............................................

   เป็นลำาดับ .....................................................  เป็นลำาดับ ......................................................

         (17)  an  (n1)(n2)(n3)
n3  (18)  an  (4n2

1)(n2
4)

n4

      n1
n  n2

n  n3
n      

4n2
1

n2  n2
4
n2

      ..............................................     ..............................................

   ดังนั้น	  lim
n→

 (n1)(n2)(n3)
n3   ดังนั้น	  lim

n→
 (4n2

1)(n2
4)

n4

      ..............................................     ..............................................

      ..............................................     ..............................................

      ..............................................     ..............................................

   เป็นลำาดับ .....................................................  เป็นลำาดับ ......................................................
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         (19)  an  9n2
1

2n n3
23

 (20) an  n ( na n )

      
n 9

1
n2

n 2 1
2
n33

    n ( na n ) na n
na n

      ..............................................    
n [( na)2

( n )2]
na n

   ดังนั้น	  lim
n→

 9n2
1

2n n3
23

    .............................................................

      ..............................................    .............................................................

      ..............................................    .............................................................

      ..............................................  ดังนั้น	    lim
n→

 n ( na n )

      ..............................................    .............................................................

   เป็นลำาดับ .....................................................    .............................................................

          .............................................................

        เป็นลำาดับ ......................................................
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 3.	 จงหาลิมิตของลำาดับต่อไปนี้

  (1)  an  n3

2n2
1


n2

2n1 (2)  an  2n2

n2
8n1

3

      n2 n
2n2

1


1
2n1      

3

2n2

n2 1
8
n


1
n2

      n2 (2n2
n)(2n2

1)
(2n2

1)(2n1)
     ..............................................

      ..............................................   ดังนั้น	 lim
n→

 2n2

n2
8n1

3

      ..............................................     ..............................................

      ..............................................     ..............................................

    ดังนั้น	 lim
n→

 n3

2n2
1


n2

2n1      ..............................................

      ..............................................

      ..............................................

  (3)  an  n2
1 n

n3
nn4

 (4)  an  n1
n 

n
n1

      

n2 1
1
n2 

n2

n

4 n4 1
n


1
n3 n

     ..............................................

      
n 1

1
n2 n 1

n

n 1
n

1
n34 n

   ดังนั้น	 lim
n→

 n1
n 

n
n1
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      ..............................................     ..............................................

      ..............................................     ..............................................

    ดังนั้น	 lim
n→

 n2
1 n

n3
nn4

     ..............................................

      ..............................................     ..............................................

      ..............................................

      ..............................................

  (5)  an  
n n n

n  (6)  an  n1
n1 n1

      

n
n

n
n

n
n2 

n
n4

     ..............................................

      ..............................................     ..............................................

    ดังนั้น	 lim
n→

 
n n n

n    ดังนั้น	 lim
n→

 n1
n1 n1

      ..............................................     ..............................................

      ..............................................     ..............................................

      ..............................................     ..............................................
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  (7)  an  2n3
3n4

n4
1

 (8)  an  n4
13

n1

      2n3
3n4

n2  1
1
n4

     

3 n3 n
1
n3

n 1
1
n

      
n2 2n

3
n


4
n2

n2  1
1
n4

     .......................

      ..............................................     .......................

    ดังนั้น	 lim
n→

 2n3
3n4

n4
1

 ....................    ดังนั้น	 lim
n→

 
n4

13

n1
 ................................

  (9)  an  n1 n

      
( n1 n )( n1 n )

( n1 n )

      ................................................................................................................................

      ................................................................................................................................

      ................................................................................................................................

      ................................................................................................................................

    ดังนั้น lim
n→

 ( n1 n )

      ................................................................................................................................

      ................................................................................................................................
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         (10)  an  n2
n n2

10

      ( n2
n n2

10)( n2
n n2

10)

n2
n n2

10

      ................................................................................................................................

      ................................................................................................................................

      ................................................................................................................................

      ................................................................................................................................

    ดังนั้น	 lim
n→

 n2
n n2

10

      ................................................................................................................................

      ................................................................................................................................

      ................................................................................................................................

      ................................................................................................................................

 4.	 ถ้า  an  n
2
n1

3n2
1

  และ  bn  2
n
5n

5n
3n  จงหาลิมิตของลำาดับที่มีพจน์ที ่n เป็น  anbnanbn

  วิธีทำา an  
n2

n1
3n2

1
   bn  

2n
5n

5n
3n

      

n2 1
1
n


1
n2

n2 3
1
n2

     

5n 2n

5n 1

5n 1
3n

5n
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      ..............................................     

2
5

n

1

1
3
5

n

      ..............................................     ..............................................

      ..............................................     ..............................................

      lim
n→

 (anbnanbn)  lim
n→

 an lim
n→

 bn lim
n→

 (anbn)

        ........................................................................................

        ........................................................................................

        ........................................................................................

 5.	 จงหาลิมิตของลำาดับ  3,  15
4

,  35
9

,  63
16

,  99
25

,  ...

  วิธีทำา พิจารณาลำาดับ 3,  15,  35,  63,  99,  ...

     13,  35,  57,  79,  911,  ...

    พจน์ที ่n ของลำาดับนี้คือ ............................................................................................................

    พิจารณาลำาดับ 1,  4,  9,  16,  25,  ...

     12,  22,  32,  42,  52,  ...

    พจน์ที ่n ของลำาดับนี้คือ ............................................................................................................

    ดังนั้น พจน์ที่ n ของลำาดับ  3,  15
4

,  35
9

,  63
16

,  99
25

,  ...

       คือ  an  ........................................................................................

         ........................................................................................

         ........................................................................................

       lim
n→

 an  ........................................................................................

         ........................................................................................

         ........................................................................................
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 1.3 อนุกรม 
 จุดประสงค์

 1.	 นักเรียนสามารถหาผลบวก n พจน์แรกของอนุกรมเลขคณิตได้

 2.	 นักเรียนสามารถหาผลบวก n พจน์แรกของอนุกรมเรขาคณิตได้

 3.	 นักเรียนสามารถหาผลบวกของอนุกรมอนันต์ได้

 ทักษะและกระบวนการทางคณิตศาสตร์

 1.	 การแก้ปัญหา

 2.	 การสื่อสารและการสื่อความหมายทางคณิตศาสตร์

 3.	 การเชื่อมโยง

 4.	 การให้เหตุผล

 5.	 การคิดสร้างสรรค์

	 ถ้า a1, a2, a3, …, ak เป็นลำาดับจำากัดที่มี k พจน์ แล้ว a1a2a3…ak เป็นอนุกรมจำากัด  

(finite	series)

	 ถ้า a1, a2, a3, …, ak เป็นลำาดับอนันต ์แล้ว a1a2a3…ak… เป็นอนุกรมอนันต	์(infinite	

series)

 1.3.1 อนุกรมเลขคณิต

 ผลบวก	n	พจน์แรกของอนุกรมเลขคณิต

	 ให้		 	 Sn    a1(a1d)(a12d)…[a1(n1)d]

Sn    n2[2a1(n1)d]

    Sn    n2[a1(a1(n1)d)]

Sn    n2(a1an)
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 แบบฝึกหัดที่ 1.3.1

 1. ลำาดับเลขคณิตลำาดับหนึ่งมีผลบวก 5 พจน์แรก และผลบวก 15 พจน์แรกเท่ากันคือ 75 จงหา 

พจน์ที่ 10 ของลำาดับนี้

  วิธีทำา จากสูตร Sn  n
2[2a1(n1)d]

	 	 	 	 ผลบวก 5 พจน์แรกคือ	 S5  5
2[2a14d]        75                                                  .....(1)

	 	 	 	 ผลบวก 15 พจน์แรกคือ	 S15  15
2 [2a114d]        75                                             .....(2)

	 	 	 	 จาก (1); 2a14d  30                                                                             .....(3)

	 	 	 	 จาก (2); 2a114d  10                                                                             .....(4)

    (3)(4); .....................................................................................................................................

     ...................................................................................................................................................

	 	 	 	 แทนค่า d ใน (3); .......................................................................................................................

     ...................................................................................................................................................

    ...................................................................................................................................................

    ...................................................................................................................................................

     ...................................................................................................................................................

     ...................................................................................................................................................

 2.	 ถ้า S  {200, 201, 202, …, 400} จงหาผลบวกทั้งหมดของจำานวนในเซต S ที่หารด้วย 8 ลงตัว  

แต่หารด้วย 12 ไม่ลงตัว

  วิธีทำา	 ให้ A  S และสมาชิกในเซต A หารด้วย 8 ลงตัว

   A    {200, 208, 216, ..., ........................}  หาจำานวนสมาชิกในเซต A    

	 	 	 	 จากสูตร	 an  a1(n1)d

    a1  ........................,   d  ........................,   an  ........................

	 	 	 	 แทนค่าใน  n;  ...........................................................................................................................

     ...................................................................................................................................................

     ...................................................................................................................................................

     ...................................................................................................................................................
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	 	 	 	 จากสูตรผลบวก n พจน์แรก	 Sn  n
2(a1an)

	 	 	 	 แทนค่าในสูตร จะได้	 S26  ...............................................................................

       ...............................................................................

	 	 	 	 ให้ B  A โดยที่ B เป็นเซตของจำานวนที่หารด้วย 12 ลงตัว

    B    {..........................................................}

	 	 	 	 จากสูตร	 an  ...............................................................................

    a1  ........................,   d  ........................,   an  ........................

	 	 	 	 แทนค่าใน  n;  ...........................................................................................................................

     ...................................................................................................................................................

     ...................................................................................................................................................

     ...................................................................................................................................................

	 	 	 	 หาผลบวก n พจน์แรกจากสูตร	 Sn  ...............................................................................

	 	 	 	 แทนค่าในสูตร จะได ้ ................................................................................................................

     ...................................................................................................................................................

	 	 	 	 ดงันัน้  ผลบวกทัง้หมดของจำานวนในเซต S ทีห่ารดว้ย 8 ลงตัว แตห่ารดว้ย 12 ไมล่งตวั เทา่กับ

    ...................................................................................................................................................

 3.	 ในการปล่อยจรวดจากระดับน้ำาทะเล วินาทีแรกจรวดขึ้นไปได้สูง 45 ไมล ์ในวินาทีต่อๆ ไปความสูง
ของจรวดจะลดลงวินาทีละ 5 ไมล์ นานเท่าไรที่จรวดจะอยู่เหนือระดับน้ำาทะเล 210 ไมล์

  วิธีทำา	 วินาทีแรกจรวดเคลื่อนที่ได้ทาง  ....................................................................................... ไมล์

	 	 	 	 วินาทีที่สองจรวดเคลื่อนที่ได้ทาง  .................................................................................... ไมล์

	 	 	 	 วินาทีที่สามจรวดเคลื่อนที่ได้ทาง  .................................................................................... ไมล์

	 	 	 	 อนุกรมคือ .................................................................................................................................

	 	 	 	 จะต้องหาว่าจรวดอยู่เหนือระดับน้ำาทะเล 210 ไมล์ เมื่อเวลาผ่านไปนานเท่าไร

	 	 	 	 จากสูตร	 Sn  n
2[2a1(n1)d]

    a1  ........................,   d  ........................,   Sn  ........................
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	 	 	 	 แทนค่าในสูตร จะได ้ ................................................................................................................

     ...................................................................................................................................................

     ...................................................................................................................................................

     ...................................................................................................................................................

     ...................................................................................................................................................

     ...................................................................................................................................................

     ...................................................................................................................................................

     ...................................................................................................................................................

	 	 	 	 ดังนั้น จรวดอยู่เหนือระดับน้ำาทะเล 210 ไมล ์เมื่อเวลาผ่านไป

    ...................................................................................................................................................

 4.	 จงหาผลบวก n พจน์แรก และผลบวก 5 พจน์แรกของอนุกรม 543618...

  วิธีทำา	 อนุกรม  543618...  เป็นอนุกรมเลขคณิต     

    a1  ........................,   d  ..........................

	 	 	 	 จากสูตร ผลบวก n พจน์แรกของอนุกรมเลขคณิต

     Sn  n
2[2a1(n1)d]

	 	 	 	 แทนค่า จะได้	 Sn  ...............................................................................

     ...................................................................................................................................................

     ...................................................................................................................................................

     ...................................................................................................................................................

	 	 	 	 ดังนั้น	 S5  ...............................................................................

     ...................................................................................................................................................
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 1.3.2 อนุกรมเรข�คณิต

 ผลบวก	n	พจน์แรกของอนุกรมเรขาคณิต

	 ให้		 	 Sn    a1a1ra1r
2
…a1r

n2
a1r

n1

  Sn  a1(r
n
1)

r1 , r  1	 เหมาะสำาหรับ  |r|  1

	 	 หรือ     Sn  a1(1rn)
1r , r  1	 เหมาะสำาหรับ  |r|  1

 แบบฝึกหัดที่ 1.3.2

 1.	 จงหาผลบวก n พจน์แรก และผลบวก 5 พจน์แรกของอนุกรมต่อไปนี้

  (1) 543624...

   วิธีทำา	 อนุกรม  543624...  เป็นอนุกรมเรขาคณิต     

    a1  ........................,   r  ........................

	 	 	 	 จากสูตร ผลบวก n พจน์แรกของอนุกรมเรขาคณิต

     Sn  a1(1rn)
1r

	 	 	 	 แทนค่า จะได้	 Sn  
54 1

2
3

n

1
2
3

     ........................................................................................................................................

     S5  ...............................................................................

     ........................................................................................................................................

     ........................................................................................................................................

     ........................................................................................................................................
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  (2) 321
22 1

12...

   วิธีทำา	 อนุกรม  321
22 1

12...  หรือ  3
5
2

25
12...  เป็นอนุกรม  ........................................

    a1  ........................,   r  ....................................

	 	 	 	 จากสูตร ผลบวก n พจน์แรกของอนุกรมเรขาคณิต

     Sn  ...............................................................................

	 	 	 	 แทนค่า จะได้	 Sn  ...............................................................................

     ........................................................................................................................................

     S5  ...............................................................................

     ........................................................................................................................................

     ........................................................................................................................................

  (3) 1111111,111...

   วิธีทำา	 ให้	 S  1111111,111...

     9S  9999999,999...

     9S  (101)(102
1)(103

1)(104
1)...

     9Sn  (10102
103

...10n)n

       10(10n
1)

101 n   

       ...............................................................................

     Sn  ...............................................................................

     ........................................................................................................................................

     ........................................................................................................................................

     ........................................................................................................................................
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 2.	 จงหาผลบวก 6 พจน์แรกของอนุกรม  13139... 

  วิธีทำา อนุกรม  13139...

    a1  ........................,   r  ....................................

	 	 	 	 สูตรผลบวก n พจน์แรกของอนุกรมเรขาคณิต  Sn  a1(1rn)
1r

	 	 	 	 ผลบวก 6 พจน์แรกของอนุกรม S6  ...............................................................................

       ...............................................................................

       ...............................................................................

       ...............................................................................

 3.	 ในการเชา่ซือ้อาคารสงเคราะห์ ปแีรกเสยีค่าเช่าเดอืนละ 5,000 บาท ปีท่ีสองเสยีคา่เชา่ลดลง 10% ของ

ค่าเช่าปีแรก ปีที่สามเสียค่าเช่าลดลงอีก 10% ของค่าเช่าปีที่สอง จงหา

  (1)	 ค่าเช่าอาคารสงเคราะห์ในปีที ่10 เดือนละเท่าไร

  (2)	 ค่าเช่าทั้งหมดในเวลา 10 ปี

  วิธีทำา	 ปีแรกเสียค่าเช่าเดือนละ 5,000 บาท  เป็นเวลา 12 เดือน

	 	 	 	 ปีต่อๆ ไปเสียค่าเช่าลดลง 10%  ของค่าเช่าปีที่ผ่านมา

	 	 	 	 ปีที่สองเสียค่าเช่าเดือนละ 5,000
90
100    5,000(0.9)  เป็นเวลา 12 เดือน

	 	 	 	 ปีที่สามเสียค่าเช่าเดือนละ 5,000(0.9) 90
100    5,000(0.9)2  เป็นเวลา 12 เดือน

    (1)	 หาค่าเช่ารายเดือนในปีที ่10 จากสูตร  .............................................................................

	 	 	 	 	 ดังนั้น ในปีที่ 10 เสียค่าเช่าเดือนละ

      ...........................................................................................................................................

      ...........................................................................................................................................

      ...........................................................................................................................................

    (2)	 ค่าเช่าทั้งหมดในเวลา 10 ปี

	 	 	 	 	 ปีแรกเสียค่าเช่า	 125,000	 บาท

	 	 	 	 	 ปีที่สองเสียค่าเช่า	 125,000(0.9)	 บาท

	 	 	 	 	 ปีที่สามเสียค่าเช่า	 125,000(0.9)2	 บาท

	 	 	 	 	 เวลา 10 ปี เสียค่าเช่าทั้งหมด

     125,000125,000(0.9)125,000(0.9)2
...  ถึง 10 พจน์  
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       125,000[10.9(0.9)2
...]	 บาท

       ...............................................................................

       ...............................................................................

       ...............................................................................

 4.	 ในการกำาจัดศัตรูพืชครั้งหนึ่ง เมื่อฉีดยาทำาลายหนึ่งคร้ังจะกำาจัดศัตรูพืชได้เพียง 75% ของปริมาณ 

ศัตรูพืชที่มีอยู่ขณะนั้นเสมอ จงหาว่าจะกำาจัดศัตรูพืชได้ก่ีเปอร์เซ็นต์ของปริมาณที่มีอยู่ก่อน 

การกำาจัดเมื่อ

  (1)	 ฉีดยาทำาลาย n ครั้ง	 (2)	 ฉีดยาทำาลาย 5 ครั้ง

  วิธีทำา	 ให้ก่อนกำาจัดมีศัตรูพืชอยู ่100 หน่วย

	 	 	 	 กำาจัดครั้งที ่1 กำาจัดได้ 75%  ของ 100 เท่ากับ 75 เหลือปริมาณศัตรูพืช 25 หน่วย

	 	 	 	 กำาจัดครั้งที ่2 กำาจัดได ้75%  ของ 25   เท่ากับ 75
4  เหลือปริมาณศัตรูพืช 25

75
4   25

4  หน่วย

	 	 	 	 กำาจัดครั้งที ่3 กำาจัดได ้75%  ของ 25
4   เท่ากับ 75

16 เหลือปริมาณศัตรูพืช 25
4 

75
16  25

16 หน่วย

	 	 	 	 อนุกรมของปริมาณศัตรูพืชที่ถูกกำาจัดคือ  75
75
4 

75
16 ...  เป็นอนุกรม .............................

    (1)	 ฉีดยาทำาลาย n ครั้ง  หาปริมาณศัตรูพืชที่ถูกกำาจัดได้จากสูตร  Sn  a1(1rn)
1r

     a1  ........................,   r  ....................................

     Sn  ...............................................................................

      ..........................................................................................................................................

      ..........................................................................................................................................

	 	 	 	 	 ดังนั้น  ฉีดยาทำาลาย n ครั้ง กำาจัดศัตรูพืชได ้..................................% ของปริมาณที่มีอยู ่

               ก่อนการกำาจัด

    (2)	 ฉีดยาทำาลาย 5 ครั้ง  

     ดังนั้น  กำาจัดศัตรูพืชได ้ ...................................................................................................

      ..........................................................................................................................................

      ..........................................................................................................................................

      ..........................................................................................................................................
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 1.3.3 อนุกรมอนันต์

บทนิยามบทนิยาม

	 กำาหนด  a1a2a3...an...  เป็นอนุกรมอนันต์

	 ให้		 S1    a1

   S2    a1a2

   S3    a1a2a3

      

   Sn    a1a2a3…an

	 เรียก Sn ว่า ผลบวกย่อย	 n	พจน์แรกของอนุกรม เมื่อ n เป็นจำานวนเต็มบวก เรียก

ลำาดับอนันต์ S1, S2, S3, ..., Sn, ... ว่า ลำาดับของผลบวกย่อยของอนุกรม	 (a	 sequence	 of	

partial	sums)

ตัวอย่างที ่1 	 จงหาลำาดับของผลบวกย่อยของอนุกรม  4710...(3n1)...

วิธีทำา	 ให้	 	 S1  4

   S2  47            11

   S3  4710            21

    

   Sn  4710…(3n1)

     n
2[2(4)(n1)(3) 

     n
2[83n3]

     n
2(3n5)

	 ดังนั้น  ลำาดับของผลบวกย่อยของอนุกรมคือ  4,  11,  21, ...,  n2(3n5), ... ตอบ

ใช้สูตร
Sn    n2[2a1(n1)d]
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ตัวอย่างที ่2 	 จงหาลำาดับของผลบวกย่อยของอนุกรม  12
1
4

1
8... 1

2n...

วิธีทำา	 ให้	 	 S1  1
2

   S2  1
2

1
4            34

   S3  1
2

1
4

1
8            78

    

   Sn  1
2

1
4

1
8…

1
2n    

     

1
2 1

1
2

n

1
1
2

 

     1
1
2n

	 ดังนั้น  ลำาดับของผลบวกย่อยของอนุกรมคือ  12,  34,  78, ...,  1
1
2n, ... ตอบ

บทนิยามบทนิยาม

	 กำาหนดอนุกรมอนันต์ a1a2a3...an... ให้ S1, S2, S3, ..., Sn, ... เป็นลำาดับของ

ผลบวกย่อยของอนุกรมนี้ ถ้าลำาดับ Sn เป็นลำาดับลู่เข้า และ lim
n→

 Sn  S เมื่อ S เป็นจำานวนจริง 

แล้วอนุกรม a1a2a3...an... เป็นอนุกรมลู่เข้า	 (convergent	 series) เรียก S ว่าผลบวก

ของอนุกรม ถ้าลำาดับ Sn เป็นลำาดับลู่ออก แล้วอนุกรม a1a2a3...an... เป็นอนุกรมลู่ออก 

(divergent	series)

	 จากตัวอย่างที ่1 4710…(3n1)...

	 	 	 ลำาดับ 4,  11,  21, ...,  n2(3n5), ...  เป็นลำาดับลู่ออก

	 	 	 ดังนั้น	 4710…(3n1)...  เป็นอนุกรมลู่ออก

	 จากตัวอย่างที่ 2 1
2

1
4

1
8... 1

2n...

	 	 	 ลำาดับ 1
2,  34,  78,  ..., 1

1
2n,  ...  เป็นลำาดับลู่เข้า

     lim
n→

 Sn  lim
n→

 1
1
2n     1

	 	 	 ดังนั้น	 1
2

1
4

1
8... 1

2n...  เป็นอนุกรมลู่เข้า

ใช้สูตร

Sn    a1(1rn)
1r
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	 การแสดงว่าอนุกรมอนันต์เป็นอนุกรมลู่เข้าหรืออนุกรมลู่ออกทำาได้ดังนี้

 1.	พิจารณาลำาดับของผลบวกย่อยของอนุกรม หาสูตรผลบวกย่อย n พจน์แรกของอนุกรม

 2.	พิจารณาลิมิตของลำาดับ Sn ถ้า lim
n→

 Sn หาค่าได้ อนุกรมนั้นเป็นอนุกรมลู่เข้า ถ้าลำาดับ Sn 

ไม่มีลิมิต อนุกรมนั้นเป็นอนุกรมลู่ออก

ทฤษฎีบททฤษฎีบททฤษฎีบท
 ให้อนุกรมเรขาคณิตอนันต์มีพจน์แรกเป็น a1 และม ีr เป็นอัตราส่วนร่วม

	 ถ้า |r|  1 แล้วอนุกรมนี้เป็นอนุกรมลู่เข้า และมี a1
1r เป็นผลบวกของอนุกรม

	 ถ้า |r|  1 แล้วอนุกรมนี้เป็นอนุกรมลู่ออก

	 อนุกรมเรขาคณิตอนันต์ที ่ 1  r  1  เป็นอนุกรมลู่เข้า

	 และอนุกรมเรขาคณิตอนันต์ที่  r  1  หรือ  r  1  เป็นอนุกรมลู่ออก

 ขอ้สงัเกต

 แบบฝึกหัดที่ 1.3.3

 1.	 จงหาลำาดับของผลบวกย่อยของอนุกรม และบอกว่าอนุกรมใดบ้างเป็นอนุกรมลู่เข้าและมีผลบวก

เท่าไร

  (1) 3
2

1
2

1
6...3

2 1
3

n1

...  

   วิธีทำา ให้ Sn  3
2

1
2

1
6...3

2 1
3

n1

     S1  3
2

     S2  3
2

1
2            ....................................................................

     S3  3
2

1
2

1
6       ....................................................................

      

     Sn  

3
2 1

1
3

n

1
1
3

                                  Sn    a1(1rn)
1r

       3
2 3

2  1
1
3

n

       9
4 1

1
3n
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     lim
n→

 Sn  9
4 lim

n→
 1

1
3n

       ..........................................................................................

    ลำาดับของผลบวกย่อยคือ ..........................................................................................

    เป็นอนุกรม ................................ และมีผลบวกเท่ากับ  ................................................

	 	 	 	 ตรวจสอบโดยใช ้ S  a1
1r 

	 	 	 	 จาก	    32
1
2

1
6...3

2 1
3

n1

...  

     a1  ............,  r   ........................................................

     S   ........................................................

  (2) 2
4
3

8
9...2 2

3

n1

...  

   วิธีทำา ให้ Sn  2
4
3

8
9...2 2

3

n1

     S1  2

     S2  2
4
3            ....................................................................

     S3  2
4
3

8
9       ....................................................................

      

     Sn  ..........................................................................................

       ..........................................................................................

     lim
n→

 Sn  ..........................................................................................

       ..........................................................................................

    ลำาดับของผลบวกย่อยคือ ..........................................................................................

    เป็นอนุกรม ................................ และมีผลบวกเท่ากับ  ................................................
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  (3) 4812...4n...  

   วิธีทำา ให้ Sn  4812...4n

     S1  ..........................................................................................

     S2  ..........................................................................................

     S3  ..........................................................................................

      

     Sn  n
2(a1an)

       ..........................................................................................

       ..........................................................................................

     lim
n→

 Sn  ..........................................................................................

       ..........................................................................................

    ลำาดับของผลบวกย่อยคือ ..........................................................................................

    เป็นอนุกรม ....................................................................................................................

  (4) 1
4

3
4

9
4...1

4(3)n1
...  

   วิธีทำา ให้ Sn  1
4

3
4

9
4...1

4(3)n1

     S1  ..........................................................................................

     S2  ..........................................................................................

     S3  ..........................................................................................

      

     Sn  1
4[139...3n1]

       ..........................................................................................

       ..........................................................................................

     lim
n→

 Sn  ..........................................................................................

       ..........................................................................................

    ลำาดับของผลบวกย่อยคือ ..........................................................................................

    เป็นอนุกรม ....................................................................................................................
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  (5) 1
3
4

9
16

27
64... 3

4

n1

...  

   วิธีทำา ให้ Sn  1
3
4

9
16

27
64... 3

4

n1

     

     S1  ..........................................................................................

     S2  ..........................................................................................

     S3  ..........................................................................................
      

     Sn  ..........................................................................................

    ........................................................................................................................................

    ........................................................................................................................................

    ........................................................................................................................................

    ลำาดับของผลบวกย่อยคือ  ..........................................................................................

    เป็นอนุกรม ...................................... และมีผลบวกเท่ากับ  ..........................................

  (6) 1
2
3

4
9

8
27... 

2
3

n1

...  

   วิธีทำา ให้ Sn  1
2
3

4
9

8
27... 

2
3

n1

     

     S1  ..........................................................................................

     S2  ..........................................................................................

     S3  ..........................................................................................
      

     Sn  ..........................................................................................

    ........................................................................................................................................

    ........................................................................................................................................

    ........................................................................................................................................

    ลำาดับของผลบวกย่อยคือ  ..........................................................................................

    เป็นอนุกรม ...................................... และมีผลบวกเท่ากับ  ..........................................

       

       

       

       

      

     

      

        

      

       

       

       

       

      

     

      

        

      



51หน่วยการเรียนรู้ที่ 1 | ลำาดับและอนุกรม

 2.	 รูปสี่เหลี่ยมจัตุรัสรูปหนึ่งมีด้านยาวด้านละ 10 เซนติเมตร สร้างรูปสี่เหลี่ยมจัตุรัสรูปที่สอง 

ให้จุดยอดมุมอยู่ที่จุดก่ึงกลางของด้านทั้งส่ีของรูปที่หนึ่ง สร้างรูปส่ีเหลี่ยมจัตุรัสรูปที่สาม 

ให้จุดยอดมุมอยู่ที่จุดกึ่งกลางของด้านทั้งสี่ของรูปที่สอง ทำาเช่นนี้เร่ือยไป จงหาความยาวรอบรูป 

ของรูปสี่เหลี่ยมจัตุรัสทั้งหมด

  วิธีทำา 

	 	 	 	 รูปที่หนึ่งมีเส้นรอบรูปยาว 4(10) เซนติเมตร

	 	 	 	 รูปที่สองมีเส้นรอบรูปยาว  4 52
52     ..............................................................  เซนติเมตร

	 	 	 	 รูปที่สามมีเส้นรอบรูปยาว  4 5 2
2

2


5 2

2

2

    ...........................................  เซนติเมตร

	 	 	 	 ให้ S แทนผลบวกความยาวของเส้นรอบรูปของรูปสี่เหลี่ยมจัตุรัสทั้งหมด

     S  4(10)..........................................

       4(10...........................................)

       .....................................................

       .....................................................

       .....................................................

       .....................................................

	 	 	 	 ดังนั้น  ความยาวรอบรูปของรูปสี่เหลี่ยมจัตุรัสทั้งหมด เท่ากับ ...........................  เซนติเมตร

A

D G

L

I

K

J

E5 ซม.

5 ซม.

H F

B

C

                    

                    

       

       

       

       

S    a1
1r 

a1    ............,  r    ............
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 3.	 จงหาผลบวก 10 พจน์แรกของอนุกรม  12
3
4

5
8

7
16...

  วิธีทำา	 ให้ Sn แทนผลบวก n พจน์แรกของอนุกรม  12
3
4

5
8

7
16...

	 	 	 	 อนุกรม 1357... เป็นอนุกรมเลขคณิต

	 	 	 	 มีพจน์ที ่n คือ	 an  ...............................................................................................................

	 	 	 	 อนุกรม 24816... เป็นอนุกรมเรขาคณิต

	 	 	 	 มีพจน์ที ่n คือ	 an  ...............................................................................................................

	 	 	 	 ดังนั้น  พจน์ที่ n ของอนุกรม  12
3
4

5
8

7
16... คือ .................................................................

	 	 	 	 นั่นคือ	 	 Sn  1
2

3
4

5
8

7
16...  ..........................................................

      1
2Sn  1

4
3
8

5
16...2n1

2n1

      Sn
1
2Sn  1

2
2
4

2
8

2
16... 2

2n 
2n1
2n1

      1
2Sn  1

2
1
2

1
4

1
8... 1

2n1 
2n1
2n1

        1
21 1

1
2

1
4

1
8... 1

2n1 
2n1
2n1

        
1
2

1 1
1
2

n

1
1
2


2n1
2n1

        
1
22 1

1
2

n


2n1
2n1

      Sn  ..........................................................................................

      S10  ..........................................................................................

        ..........................................................................................

        ..........................................................................................
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 4.	 จงหาผลบวก n พจน์แรกของอนุกรมต่อไปนี้

  (1) 1
3

4
9

7
27

10
81...

   วิธีทำา	 พจน์ที ่n ของลำาดับ  1, 4, 7, 10,  ...  คือ .........................................................................

	 	 	 	 พจน์ที ่n ของลำาดับ  3, 9, 27, 81,  ...  คือ ........................................................................

	 	 	 	 พจน์ที ่n ของอนุกรม  13
4
9

7
27

10
81...  คือ ...............................................................

	 	 	 	 นั่นคือ	 	 Sn  1
3

4
9

7
27

10
81... ........................................................

      1
3Sn  ..........................................................................................

      Sn
1
3Sn  ..........................................................................................

      2
3Sn  ..........................................................................................

        ..........................................................................................

        ..........................................................................................

        ..........................................................................................

      Sn  ..........................................................................................

        ..........................................................................................

        ..........................................................................................

  (2) 3
2

5
4

7
8...2n1

2n ...

   วิธีทำา	 ให้	 Sn  3
2

5
4

7
8...2n1

2n

      1
2Sn  3

4
5
8

7
16...2n1

2n 
2n1
2n1

      Sn
1
2Sn  3

2.....................................................................................
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    ........................................................................................................................................

    ........................................................................................................................................

    ........................................................................................................................................

    ........................................................................................................................................

    ........................................................................................................................................

    ........................................................................................................................................

 5.	 อนุกรมเรขาคณิตอนุกรมหนึ่งมีพจน์ที่สองเท่ากับ 6 และผลบวกอนันต์เท่ากับ 24 จงหาอนุกรมนี้

  วิธีทำา	 พจน์ที่สองของอนุกรมเรขาคณิตคือ	 a1r  6

     a1  6
r                     .....(1)

	 	 	 	 ผลบวกอนันต์ของอนุกรมเท่ากับ  24  

     a1
1r  24                                                                  .....(2)

	 	 	 	 แทนค่า (1) ใน (2);  ...................................................................................................................

     ...................................................................................................................................................

     ...................................................................................................................................................

     ...................................................................................................................................................

     ...................................................................................................................................................

     ...................................................................................................................................................

    ...................................................................................................................................................

    ...................................................................................................................................................

    ...................................................................................................................................................

    ...................................................................................................................................................
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 6.	 ลูกปิงปองตกจากโต๊ะสูง 4 ฟุต ถ้าทุกครั้งท่ีลูกปิงปองกระทบพื้นจะกระดอนขึ้นเป็นระยะทาง 3
4  

ของความสูงที่ตกมา จงหาระยะทางทั้งหมดที่ลูกปิงปองเคลื่อนที่ในแนวดิ่ง

  วิธีทำา	 การเคลื่อนที่ของลูกปิงปองตามแนวดิ่ง

4 ฟุต

4 3
4

4 3
4

2

4 3
4

3

	 	 	 	 ระยะทางที่ลูกปิงปองเคลื่อนที่ในแนวดิ่ง

        42 4 3
4 .....................................................................

        48 3
4...........................................................................

        ..........................................................................................

        ...................................................................................  ฟุต

 7.	 การเคลื่อนที่ของชิงช้าเป็นแนวโค้ง ครั้งแรกแกว่งได้ระยะทาง 240 เซนติเมตร ครั้งต่อไปแกว่งได้ 

ระยะทาง 9
10 ของระยะทางครั้งก่อนเสมอ จงหาระยะทางที่ชิงช้าเคลื่อนที่ตั้งแต่เริ่มแกว่งจนหยุด

  วิธีทำา	 ครั้งแรกชิงช้าเคลื่อนที่ได้ทาง	 240	 เซนติเมตร

	 	 	 	 ครั้งที่สองชิงช้าเคลื่อนที่ได้ทาง	 240 9
10 	 เซนติเมตร

	 	 	 	 ครั้งที่สามชิงช้าเคลื่อนที่ได้ทาง	 240 9
10

2

	 เซนติเมตร

	 	 	 	 ให้	 	 S  240240 9
10 240 9

10

2

...

     ...................................................................................................................................................

     ...................................................................................................................................................

     ...................................................................................................................................................

	 	 	 	 ดังนั้น  ชิงช้าเคลื่อนที่ได้ทางทั้งหมด ..................................................................... เซนติเมตร
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 8.	 จงหาผลบวกของอนุกรม  14log 2
1
8log 4

1
16log 8

1
32log 16...

  วิธีทำา	 ให้	 	 S  1
4log 2

1
8log 4

1
16log 8

1
32log 16...

      S  1
4log 2

2
8log 2...............................................................

      S  1
4

2
8 ..................................................................  log 2

      1
2S  1

8 ........................................................................  log 2

      S
1
2S  1

4
1
8 ..................................................................  log 2

      1
2S  ..........................................................................................

      1
2S  ..........................................................................................

      S  ..........................................................................................

	 	 	 	 ดังนั้น  14log 2
1
8log 4

1
16log 8

1
32log 16...    ...............................................................

 9.	 อนุกรมอนันต์อนุกรมหนึ่งมีพจน์ที่สองเท่ากับ 10 และผลบวกอนันต์เท่ากับ 9 จงหาอัตราส่วนร่วม

ของอนุกรมนี้

  วิธีทำา a1a1ra1r
2
...  เป็นอนุกรมเรขาคณิตอนันต์ที่มี 1  r  1    

	 	 	 	 พจน์ที่สองคือ  a1r  10                     .....(1)

	 	 	 	 ผลบวกอนันต์ของอนุกรมคือ   S  a1
1r

	 	 	 	 ดังนั้น	 a1
1r  .................................                   .....(2)

    ...................................................................................................................................................

     ...................................................................................................................................................

     ...................................................................................................................................................

     ...................................................................................................................................................

     ...................................................................................................................................................

     ...................................................................................................................................................

     ...................................................................................................................................................
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 10.	 จงเขียนทศนิยมซ้ำาต่อไปนี้ให้อยู่ในรูปเศษส่วน

  (1) 0.45

   วิธีทำา  0.45  0.454545... 

       45
102

45
104

45
106...

       45
102 1

1
102

1
104...

       45
100  1

1
1

100

       45
100  1

99
100

       45
100  100

99

       ..........................................................................................

       ..........................................................................................

  (2) 0.4567

   วิธีทำา  0.4567  0.40.05670.0000567... 

       4
10

567
104 

567
107 ...

       4
10

567
104  1

1
103

1
106...

       4
10

567
10000 1

1
1

1000

       4
10..............................

       4
10..............................

       ......................................    

       ......................................

                

                

       

       

ตรวจสอบ

0.4567 ซ้ำา 3 ตำาแหนง่

    
45674

9990

    
4563
9990

    
169
370



แบบฝึกเสริมทักษะ | คณิตศาสตร์เพิ่มเติม ม.6 เล่ม 158

 1.4 สัญลักษณ์แสดงก�รบวก 

 จุดประสงค์

	 นักเรียนสามารถใช้สมบัติของสัญลักษณ์แสดงการบวกได้

 ทักษะและกระบวนการทางคณิตศาสตร์

 1.	 การแก้ปัญหา

 2.	 การสื่อสารและการสื่อความหมายทางคณิตศาสตร์

 3.	 การเชื่อมโยง

 4.	 การให้เหตุผล

 5.	 การคิดสร้างสรรค์

	 อักษรกรีก  เรียกว่า ซิกมา เป็นสัญลักษณ์แสดงการบวก

	 ซึ่ง		
n

il
ai    a1a2a3…an

   


il
ai    a1a2a3…an…

 สมบัติของ 

 1. 
n

il
c    nc เมื่อ c เป็นค่าคงตัว

 2. 
n

il
cai    c

n

il
ai เมื่อ c เป็นค่าคงตัว

 3. 
n

il
(aibi)    

n

il
ai

n

il
bi

 4. 
n

il
(aibi)    

n

il
ai

n

il
bi

 การใช ้	หาผลบวก

 123...n  
n

il
i  

n
2(n1) [เขียนแทนด้วย n]

 12
22

32
...n2  

n

il
i2  

n
6(n1)(2n1) [เขียนแทนด้วย n2]

 13
23

33
...n3  

n

il
i3  

n
2(n1)  

2
 [เขียนแทนด้วย n3]
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	 เช่น	1. 
5

il
4     5(4)    20

   2. 
3

nl
4n     4

3

nl
n

         4 3
2(31)         24

   3. 
4

nl
(n2

n2)     
4

nl
n2


4

nl
n

4

nl
2

          4
6(41)(2(4)1) 

4
2(41) 4(2)       32

 แบบฝึกหัดที่ 1.4

 1.	 จงเขียนในรูปการบวก   

  (1) 
5

il
(i3)    (13)(23) ..........................................................................................................

  (2) 
4

kl
(2k5)    [2(1)5][2(2)5] .............................................................................................

  (3) 
4

m2
 (6m2)    [6(2)2][6(1)2]....................................................................................

  (4) 
3

i0
  5(i3)    5(03) ..................................................................................................................

  (5) 
5

i1
3(2)i1    3(2)11

 ...................................................................................................................

  (6) 
4

i1
5 1

3

i

    5 1
3

1

........................................................................................................................

  (7) 
4

kl
(2kk2)    [2(1)12] ............................................................................................................

  (8) 
4

k0


k1
k1    01

01 .........................................................................................................................

  (9) 
4

n1


2n1
n2     2(1)1

12  ..................................................................................................................

         (10) 
3

i1
i2(i1)    12(11).................................................................................................................

         (11) 
13

k11
 (k6)(k7)    (116)(117) ............................................................................................

         (12) 
12

k10
 (k2

4)     ................................................................................................................................
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 2.	 จงเขียนอนุกรมต่อไปนี้ในรูปสัญลักษณ์แทนการบวก   

  (1) 12233445...n(n1)     ............................................................................................

  (2) 12
32

52
72

...(2n1)2
...     ............................................................................................

  (3) 1
2

1
6

1
12

1
20... 1

n(n1)...     .............................................................................................

  (4) 1
5

2
25

3
125... n

5n ...     .........................................................................................................

  (5) 2 1
1 2


3  2
2  3


2 3

3 2
... n1 n

n  n1
    ..........................................................................

 3.	 จงหาค่าของ   

  (1) 
4

kl
(k2

3)  
4

kl
k2


4

kl
3

     .................................................................................................................

     .................................................................................................................

  (2) 
4

kl
(k2

6k9)  .................................................................................................................

     .................................................................................................................

     .................................................................................................................

  (3) 
49

k0
 (50)  .................................................................................................................

  (4) 
3

kl
k(k5)  .................................................................................................................

     .................................................................................................................

     .................................................................................................................

     .................................................................................................................

 4.	 ถ้าพจน์ที ่n ของอนุกรมเลขคณิตอนุกรมหนึ่งคือ 5n2 จงหาผลบวก 20 พจน์แรกของอนุกรมนี ้

  วิธีทำา วิธีที	่1	 จากโจทย์	 an  5n2

	 	 	 	 	 ผลบวก n พจน์แรกคือ	 Sn  (5n2)

        5n2n

        5 n
2(n1) 2n     
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	 	 	 	 	 ผลบวก 20 พจน์แรกคือ	 S20  .........................................................................

        .........................................................................

        .........................................................................

    วิธีที	่2  an  5n2

      a1  .........................................................................

      a2  .........................................................................

      a3  .........................................................................

	 	 	 	 	 อนุกรมคือ ...................................................................................................................

	 	 	 	 	 ผลบวก n พจน์แรกคือ	 S20  n
2[2a1(n1)d]

        .........................................................................

        .........................................................................

        .........................................................................

	 	 	 	 ดังนั้น	 ผลบวก 20 พจน์แรกของอนุกรม  3813...  เท่ากับ  ............................................

 5.	 จงหาผลบวก n พจน์แรก และผลบวก 10 พจน์แรกของอนุกรม  12
32

52
72

92
...

  วิธีทำา	 พิจารณาอนุกรม  13579...  เป็นอนุกรมเลขคณิต

	 	 	 	 พจน์ท่ี n คือ	 an  a1(n1)d

	 	 	 	 จะได้	   an  .........................................................................

        .........................................................................

	 	 	 	 ดังนั้น  พจน์ท่ ีn ของอนุกรม  12
32

52
72

92
...  เท่ากับ .................................................

      an  .........................................................................

      an  .........................................................................

	 	 	 	 ผลบวก n พจน์แรกคือ	 Sn  .........................................................................

        .........................................................................

        .........................................................................

        .........................................................................

        .........................................................................

	 	 	 	 ดังนั้น  ผลบวก 10 พจน์แรกของอนุกรมนี้เท่ากับ ....................................................................
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 6.	 จงหาผลบวก 10 พจน์แรกของอนุกรม  23
53

83
113

...

  วิธีทำา	 พจน์ท่ี n ของอนุกรม  25811...  คือ

     an  ......................................................................................................

       ......................................................................................................

	 	 	 	 พจน์ท่ี n ของอนุกรม  23
53

83
113

...  คือ

     an  ......................................................................................................

	 	 	 	 ผลบวก n พจน์แรกของอนุกรม  23
53

83
113

...  คือ

     Sn  ......................................................................................................

       ......................................................................................................

       ......................................................................................................

       ......................................................................................................

       ......................................................................................................

       ......................................................................................................

	 	 	 	 ดังนั้น  ผลบวก 10 พจน์แรกของอนุกรมนี้เท่ากับ  ...................................................................

     ...................................................................................................................................................

     ...................................................................................................................................................

 7.	 จงหาผลบวก 10 พจน์แรกของอนุกรมต่อไปนี้

  (1) 241028...

   วิธีทำา	 ให้	 S  แทนผลบวก n พจน์แรกของอนุกรม  241028...

      S    241028...

      S    (11)(13)(19)(127)...

      S    (13927...)(1111...)                                               .....(1)

	 	 	 	 	 อนุกรม  13927...  เป็นอนุกรมเรขาคณิต  a1  .................,  r  ..................

	 	 	 	 	 จากสูตรผลบวก n พจน์แรกของอนุกรมเรขาคณิต  Sn    a1(1rn)
1r

	 	 	 	 	 จะได้		 Sn  .........................................................................

         .........................................................................

         .........................................................................

	 	 	 	 	 จาก (1) จะได ้ S  .........................................................................
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	 	 	 	 	 ดังนั้น  ผลบวก 10 พจน์แรกของอนุกรม  241028...  เท่ากับ

      .....................................................................................................................................

      .....................................................................................................................................

  (2) 151329...

   วิธีทำา	 ให้	 S  แทนผลบวก n พจน์แรกของอนุกรม  151329...

      S    151329...

      S    (43)(83)(163)(323)...

      S    (481632...)(3333...)

          ...................................................................................................................

          ...................................................................................................................

	 	 	 	 	 ดังนั้น  ผลบวก 10 พจน์แรกของอนุกรม  151329...  เท่ากับ

      .....................................................................................................................................

      .....................................................................................................................................

 8.	 จงหาพจน์ที ่n ผลบวก n พจน์แรก และผลบวก 10 พจน์แรกของอนุกรม  23588131118...

  วิธีทำา	 จากอนุกรมที่กำาหนด  23588131118...

	 	 	 	 พิจารณาลำาดับ  2, 5, 8, 11, ...  เป็นลำาดับเลขคณิต

	 	 	 	 หาพจน์ที ่n จากสูตร	 an  a1(n1)d

      an  .........................................................................

        .........................................................................

        .........................................................................

	 	 	 	 พิจารณาลำาดับ  3, 8, 13, 18, ...  เป็นลำาดับ ..............................................................................

	 	 	 	 หาพจน์ที ่n จากสูตร .................................................................................................................

     ...................................................................................................................................................

     ...................................................................................................................................................

     ...................................................................................................................................................

	 	 	 	 จะได้  พจน์ที ่n ของอนุกรม  23588131118...  คือ

      an  .........................................................................
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	 	 	 	 หาผลบวก n พจน์แรก	 Sn  .........................................................................

        .........................................................................

        .........................................................................

        .........................................................................

        .........................................................................

        .........................................................................

	 	 	 	 ดังน้ัน ผลบวก 10 พจน์แรกของอนุกรมเท่ากับ ..............................................................................

     ...................................................................................................................................................

     ...................................................................................................................................................

     ...................................................................................................................................................

 9.	 จงหาผลบวก n พจน์แรก และผลบวก 20 พจน์แรกของอนุกรม  1361015...

  วิธีทำา	 จากอนุกรมที่กำาหนด  1361015...

	 	 	 	 เขียนใหม่ได้ดังนี ้ 1(12)(123)(1234)...

	 	 	 	 ให้  Sn  1(12)(123)(1234)...(1234...n)

	 	 	 	 พจน์ที่ n ของอนุกรมคือ	 an  .........................................................................

     ...................................................................................................................................................

     ...................................................................................................................................................

     ...................................................................................................................................................

	 	 	 	 ผลบวก n พจน์แรกของอนุกรมคือ	 Sn  .........................................................................

     ...................................................................................................................................................

     ...................................................................................................................................................

     ...................................................................................................................................................

     ...................................................................................................................................................

	 	 	 	 ดังนั้น ผลบวก 20 พจน์แรกของอนุกรมเท่ากับ .........................................................................

     ...................................................................................................................................................

     ...................................................................................................................................................
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 10.	 จงหาผลบวกของอนุกรม  123234345...n(n1)(n2)...202122

  วิธีทำา  an  n(n1)(n2)    

       n(n2
3n2)

       n3
3n2

2n

     Sn  (n3
3n2

2n)

       n3
3n2

2n

       n
2(n1)  

2
3 

n
6(n1)(2n1) 2 

n
2(n1)

     S20  20
2 (21)  

2
 ...................................................................................................

       .......................................................................................................................

       .......................................................................................................................

 11.	 กำาหนดอนุกรม 1 1
1
3  1

1
3

1
32  1

1
3

1
32

1
33 ...  จงหา

  (1)	 พจน์ที่ n

   วิธีทำา	 พจน์ที ่n ของอนุกรมคือ	 an  1
1
3

1
32

1
33... 1

3n1

       ...............................................................................

       ...............................................................................

       ...............................................................................

  (2)	 ผลบวก n พจน์แรกของอนุกรม

   วิธีทำา	 จาก	 an  ...............................................................................

	 	 	 	 ผลบวก n พจน์แรกคือ	 Sn  ...............................................................................

    ........................................................................................................................................

    ........................................................................................................................................

n  
n

il
i  

n
2(n1)

n2
  

n

il
i2  

n
6(n1)(2n1)

n3
  

n

il
i3  

n
2(n1)  

2
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    ........................................................................................................................................

    ........................................................................................................................................

    ........................................................................................................................................

  (3)	 ผลบวก 5 พจน์แรกของอนุกรม

   วิธีทำา  S5  ...............................................................................

    ........................................................................................................................................

    ........................................................................................................................................

    ........................................................................................................................................

    ........................................................................................................................................

 12.	 กำาหนดให ้ 
30

nl
[a1(n1)d]  5,865  และ  

20

nl
[a1(n1)d]  2,610  จงหา  

50

nl
[a1(n1)d]

  วิธีทำา   
30

nl
[a1(n1)d]  5,865     

      30
2 [2a129d]  5,865

      2a129d   ....................................................                  .....(1)

      
20

nl
[a1(n1)d]  2,610

      20
2 [2a119d]  2,610

      2a119d  ....................................................                  .....(2)

    (1)(2);  ....................................................................................................................................

      d  ...............................................................................

	 	 	 	 แทนค่า d ใน (2);   2a1 ...........................................................................................................

      2a1  ...............................................................................

      a1  ...............................................................................

      

      

      

       

      

      

      

      

ใช้สูตร
Sn    n2[2a1(n1)d]
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50

nl
[a1(n1)d]  S50

     ...................................................................................................................................................

     ...................................................................................................................................................

     ...................................................................................................................................................

     ...................................................................................................................................................

     ...................................................................................................................................................

 13.	 จงหาค่าของ

  (1) 
7

nl
(n2

4n1)

   วิธีทำา  
7

nl
(n2

4n1)  
7

nl
n2

4
7

nl
n

7

nl
1

        n
6(n1)(2n1)4 

n
2(n1) n

        ...............................................................................

        ...............................................................................

        ...............................................................................

  (2) 


nl
 

(1)n
cos nπ

3(1)n2  

n

   วิธีทำา 


nl
 

(1)n
cos nπ

3(1)n2  

n

      (1)1
cos π

3(1)12  

1


(1)2

cos 2π
3(1)22  

2


(1)3

cos 3π
3(1)32  

3

...

      (1)(1)
3(1)  

1


11
3(1)  

2


(1)(1)
3(1)  

3
...

      2
3 .................................................................

      .......................................................................

      .......................................................................

       

       

       

       

       

        
ใช้สูตร

S    a1
1r
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  (3) 


nl
 

sin nπ
π
2 (1)n1

5(1)n3  

n

   วิธีทำา 


nl
 

sin nπ
π
2 (1)n1

5(1)n3  

n

   

      


nl
 

(1)n1
.................

..................................
 

n

      


nl
 ..................................  

n

      


nl
 ..................................  

n

      ...........................................................................................................................

      ................................................................................................................................

      ................................................................................................................................

      ................................................................................................................................

 อนุกรมเทเลสโคป	 (telescoping	 series) คือ อนุกรม  a1a2a3...an... ที่สามารถเขียน 

ในรูป a1a2a3...an...  (b1b2)(b2b3)(b3b4)...(bnbn1)... เมื่อ  a1  b1b2,   

a2  b2b3, ...,  an  bnbn1  ดังนั้น  a1a2...an  bnbn1

 14.	 จงหาผลบวก n พจน์แรก และผลบวก 20 พจน์แรกของอนุกรม แล้วพิจารณาว่าเป็นอนุกรมลู่เข้า 

หรืออนุกรมลู่ออก ถ้าเป็นอนุกรมลู่เข้าให้หาผลบวกของอนุกรม

  (1) 
n

il


1
(2i1)(2i1)    

1
13

1
35

1
57... 1

(2n1)(2n1)

   วิธีทำา Sn  1
2 1

1
1
3 

1
2 1

3
1
5 ...1

2 1
2n1

1
2n1

       1
2 1

1
3

1
3

1
5... 1

2n1
1

2n1

       1
2 1

1
2n1

 sin π
π
2   1

 sin 2π
π
2   1

 sin 3π
π
2   1

 sin 4π
π
2   1

(1)n1
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     S20  1
2 1

1
2(20)1

       .................................................................................................................

       .................................................................................................................

	 	 	 	 อนุกรมนี้เป็นอนุกรม  ...............................................................................................................

	 	 	 	 ผลบวกอนุกรมเท่ากับ lim
n→

 12 1
1

2n1     ...................................................................

         ...................................................................

  (2) 
n

il


1
i(i4)    

1
15...........................................................................................................................

   วิธีทำา Sn  1
4 1

1
1
5  ..............................................................................................

       1
4 1

1
2

1
3

1
4 

1
4 

1
n1

1
n2

1
n3

1
n4

     S20  .................................................................................................................

	 	 	 	 อนุกรมนี้เป็นอนุกรมลู่เข้า ........................................................................................................

	 	 	 	 ผลบวกอนุกรมเท่ากับ  ..............................................................................................................

 15.	 จงหาผลบวกของอนุกรมต่อไปนี้

  (1) 


nl


1
(4n3)(4n1)

   วิธีทำา	 ให้	 an  1
(4n3)(4n1)

      a1  1
(43)(41)  1

15

      a2  1
(83)(81)  1

59

      a3  1
(123)(121)   1

913

     ให้	 Sn  1
15

1
59

1
913... 1

(4n3)(4n1)

       1
4 1

1
1
5 

1
4 1

5
1
9 ...1

4 1
4n3

1
4n1

       1
4 1

1
5

1
5

1
9... 1

4n3
1

4n1

       1
4 1

1
4n1

     lim
n→

 Sn  .................................................................................................................

    	 ดังนั้น  


nl


1
(4n3)(4n1)    ..........................................................................................
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  (2) 


nl
(1)n1 2n1

n(n1)

   วิธีทำา	 ให้	 an  (1)n1 2n1
n(n1)

     และ	 Sn  3
12

5
23

7
34...(1)n1 2n1

n(n1)

       1
1

1
2 

1
2

1
3 

1
3

1
4 

1
4

1
5 ... 1

n
1

n1

       .................................................................................................................

     lim
n→

 Sn  .................................................................................................................

    	 ดังนั้น  


nl
(1)n1 2n1

n(n1)    .........................................................................................

  (3) 


nl


1
n(n1)(n2)

   วิธีทำา	 เนื่องจาก	 1
n(n1)(n2)  .....................................................................................

    		 ดังนั้น	 1
123  .....................................................................................

       1
234  .....................................................................................

       1
345  .....................................................................................

       1
n(n1)(n2)  .....................................................................................

       Sn  .....................................................................................

       lim
n→

 Sn  .....................................................................................

         .....................................................................................

     ...........................................................................................................................................
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 16.	 กำาหนดให้ลำาดับ an สอดคล้องสมการ a12a23a3...nan  
n1
n2 ทุก n  1  จงหาค่าของ 



nl
an

  วิธีทำา สำาหรับ  n  1,  a12a23a3...nan    ..................................             .....(1)

    สำาหรับ  n  2,  a12a23a3...(n1)an1    ..................................             .....(2)

    (1)(2); nan  .................................................................................................................

      an  .................................................................................................................

      an  .................................................................................................................

      an  .................................................................................................................

	 	 	 	 จาก (1); a1  .................................................................................................................

    n  2; a2  .................................................................................................................

      a3  .................................................................................................................

      Sn  3 2 23 34 ...................................................................................

        .................................................................................................................

      lim
n→

 Sn  .................................................................................................................

 17.	 กำาหนดให้ลำาดับ  a 	R
{1}  และ  loga a

2
log

a
 a2

log3 a
 a2

...logn a
 a2

    2,970

  จงหาค่าของ  135...(2n1)
246...2n

  วิธีทำา จาก loga a
2
log

a
 a2

log3 a
 a2

...logn a
 a2

  2,970

     2loga a
2
1
2

loga a
2
1
3

loga a...2
1
n

loga a  2,970

    2122........................................  ...............................................................................

    .........................................................  ...............................................................................

    .........................................................  ...............................................................................

    .........................................................  ...............................................................................

    .........................................................  ...............................................................................
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      135...(2n1)
246...2n   ...............................................................................

        ...............................................................................

        ...............................................................................

        ...............................................................................

 18.	 กำาหนดให ้ 0  θ	 
π
2  และ  sin θsin2θsin3θsin4θ...    

1
4  จงหาผลบวกของอนุกรม

  cos θcos2θcos3θ...

  วิธีทำา จาก sin θsin2θsin3θsin4θ...  
1
4 

    เป็นอนุกรมเรขาคณิต มี r    ...................................................................................................

    ผลบวกของอนุกรมเท่ากับ	 a1
1r  

1
4

    .........................................................  ...............................................................................

    .........................................................  ...............................................................................

    .........................................................  ...............................................................................

   	 	 	 	จากรูปสามเหลี่ยมมุมฉากจะได้

       cos θ				 3
2 2

	 	 	 	 ดังนั้น  cos θcos2θcos3θ...  เป็นอนุกรมเรขาคณิต

       cos θ
1cos θ

       .........................................................

       .................................................................................................................

       .................................................................................................................

       .................................................................................................................

        

        

        

θ

3

2 2

1

เนื่องจาก  0  θ	 
π
2

ดังนั้น  cos θ	 0
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 19.	 กำาหนดให ้an  
1
nk 1(22)(333)...(nn...n)

n พจน์
  โดยที่ k เป็นค่าคงตัว ที่ทำาให ้

  lim
n→

 an  L, L  0  แล้ว 6(Lk) มีค่าเท่าไร

  วิธีทำา จาก  an  
1
nk 1(22)(333)...(nn...n)

n พจน์
 

        1
nk [12(2)3(3)...n(n)]

        ...............................................................................

        ...............................................................................

    เนื่องจาก lim
n→

 an  ...............................................................................

    จะได้  lim
n→

 1
nk 

n
6(n1)(2n1)   L  เมื่อ  k  3

    .........................................................  ...............................................................................

    .........................................................  ...............................................................................

    .........................................................  ...............................................................................

    .........................................................  ...............................................................................

    ดังนั้น 6(Lk)  ....................................................................................................................

 20.	 กำาหนดให ้ an  
2n1

3n1

4n  และ bn  
1

123...n ถ้า A และ B เป็นผลบวกของอนุกรม 


nl
an  

และ 


nl
bn ตามลำาดับ

	 	 แล้ว  AB  มีค่าเท่าไร

  วิธีทำา จาก		 an  2n1
3n1

4n

      an  2n1

4n ......................................................................................................

      an  2 2n

4n  ....................................................................................................

      an  2 1
2

n

 ....................................................................................................
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     A  


nl
an  2



nl


1
2

n

 ................................................................................................

        2 1
2

1
2

2


1
2

3

... ...............................................................................

        .................................................................................................................

        .................................................................................................................

        .................................................................................................................

      bn  1
123...n

      bn  .................................................................................................................

      bn  .................................................................................................................

      bn  .................................................................................................................

     B  


nl
bn  .................................................................................................................

        .................................................................................................................

        .................................................................................................................

        .................................................................................................................

	 	 	 	 จาก		 AB  .................................................................................................................

        .................................................................................................................
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 1.5 ก�รประยุกต์ของลำ�ดับและอนุกรม

 จุดประสงค์

	 นักเรียนสามารถประยุกต์ลำาดับและอนุกรมไปใช้ในชีวิตประจำาวันได้

 ทักษะและกระบวนการทางคณิตศาสตร์

 1.	 การแก้ปัญหา

 2.	 การให้เหตุผล

 3.	 การคิดสร้างสรรค์

 ดอกเบี้ยทบต้น

	 ถ้าเงินต้น P บาท ได้รับดอกเบี้ย i% ต่อปี คิดดอกเบ้ียแบบทบต้นทุกปี (ปีละ 1 ครั้ง) สิ้นปีที่ n  

จะได้เงินรวม  P[1(0.01)i]n  บาท

ตัวอย่างที ่1 	 ฝากเงิน 100,000 บาท กับสถาบันการเงินแห่งหนึ่งโดยสถาบันการเงินให้อัตราดอกเบี้ย  

   5% ต่อป ีและคิดดอกเบี้ยแบบทบต้นปีละ 1 ครั้ง จงหาเงินรวมเมื่อฝากครบ 3 ปี

วิธีทำา	 ในที่นี้  P  100,000,  n  3  และ  i  5

	 ดังนั้น	 เงินรวม	  100,000[1(0.01)(5)]3

 
    100,000(1.05)3    บาท

     100,000(1.157625)    บาท

     115,762.50    บาท	 ตอบ

	 ถ้าเงินต้น P บาท ได้รับดอกเบี้ย i% ต่อปี คิดดอกเบี้ยแบบทบต้นปีละ k ครั้ง สิ้นปีที่ n จะได้ 

เงินรวม P 1(0.01) i
k  

kn
 บาท

ตัวอย่างที ่2 	 จากตัวอย่างที ่1 ถ้าคิดดอกเบี้ยแบบทบต้นทุกสามเดือน จงหาเงินรวมเมื่อฝากครบ 3 ปี

วิธีทำา	 ในที่นี้  P  100,000,  k  4,  n  3  และ  i  5

	 ดังนั้น 	 เงินรวม	  100,000 1(0.01) 5
4  

12

  
   100,000(1.0125)12    บาท

     100,000(1.1607545)    บาท

     116,075.45    บาท	 ตอบ
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 มูลค่�ปัจจุบันและมูลค่�อน�คต

	 ลงทุน P บาท ได้รับดอกเบี้ย i% ต่อปี คิดดอกเบี้ยแบบทบต้นปีละ k ครั้ง เมื่อครบ n ปี มูลค่า 

อนาคตของเงินต้น P คือ S  P 1(0.01) i
k  

kn
 จะเรียก P ว่ามูลค่าปัจจุบันของเงินรวม S

 P    S 1(0.01) i
k

kn

ตัวอย่างที ่3 	 พิชัยต้องการฝากเงินกับธนาคารแห่งหนึ่ง ซึ่งกำาหนดอัตราดอกเบ้ีย 3% ต่อปี  

	 	 	 โดยคิดดอกเบี้ยแบบทบต้นทุกเดือน ถ้าพิชัยต้องการให้มีเงินในบัญชีประมาณ  

   100,000 บาท เมื่อสิ้นปีที ่5 เขาจะต้องฝากเงินไว้อย่างน้อยเท่าไร

วิธีทำา	 จาก  P    S 1(0.01) i
k

kn

 ในที่นี ้ S  100,000,  k  12,  n  5  และ  i  3

	 จำานวนเงินอย่างน้อยที่ต้องฝาก  คือ

   P  100,000 1(0.01) 3
12

60
    บาท

     100,000(1.0025)60    บาท

     100,000(0.8608691)    บาท

     86,086.91    บาท	 ตอบ

ตัวอย่างที ่4 	 ปรีชากู้เงินสุรีย์โดยกำาหนดชำาระหนี้ทั้งหมดใน 5 ปีข้างหน้า เป็นเงิน 66,911.28 บาท  

	 	 	 ถ้าสุรีย์คิดอัตราดอกเบ้ีย 6% ต่อปี โดยคิดอัตราดอกเบ้ียแบบทบต้นทุกปี จงหา 

	 	 	 จำานวนเงินที่ปรีชากู้จากสุรีย์

วิธีทำา	 ให้  P  เป็นมูลค่าของหนี้ปัจจุบัน

	 ในที่นี ้ S  66,911.28,  k  1,  n  5  และ  i  6

	 จำานวนเงินที่ปรีชากู้จากสุรีย ์ คือ

   P  66,911.28 1(0.01) 6
1

5
    บาท

     66,911.28(1.06)5    บาท

     66,911.28(0.7472582)    บาท

     50,000.00265    บาท	 ตอบ
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 ค่�งวด

	 การรับหรือจ่ายค่างวด เช่น การรับเงินเดือนทุกเดือน การจ่ายค่าเช่าบ้านรายเดือน การจ่าย 

เบี้ยประกันรายป ีการซื้อของแบบผ่อนชำาระ มีลักษณะ 3 ประการ ดังนี้

 1.	รับหรือจ่ายเท่ากันทุกงวด

 2.	รับหรือจ่ายติดต่อกันทุกงวด

 3.	รับหรือจ่ายต้นงวดหรือสิ้นงวด

ก�รห�เงินรวมของค่�งวดทั้งหมด

	 การรับหรือจ่ายเงินแต่ละงวด งวดละ R บาท เริ่มรับหรือจ่ายต้นงวดรวม n งวด และอัตรา 

ดอกเบี้ยต่องวดเป็น i% 

	 เงินรวมเมื่อสิ้นงวดที ่n เท่ากับ  R(1r)[(1r)n
1]

r   เมื่อ  r  (0.01)i

ตัวอย่างที ่5 	 พจน์ฝากเงินเข้าบัญชีธนาคารทุกต้นเดือน เดือนละ 1,000 บาท ได้รับอัตราดอกเบี้ย 6%  

	 	 	 ต่อป ีโดยคิดอัตราดอกเบี้ยแบบทบต้นทุกเดือน เมื่อสิ้นปีที ่2 พจน์จะได้เงินรวมเท่าไร

วิธีทำา พจน์ฝากเงินตอนต้นเดือนทุกเดือนเป็นเวลา 2 ปี

 เงินรวมเมื่อสิ้นงวดที ่n เท่ากับ  R(1r)[(1r)n
1]

r

	 ในที่นี ้ R  1,000,  n  24,  i  6
12  0.5  และ  r  (0.01)(0.5)  0.005

	 เมื่อสิ้นปีที ่2 พจน์จะได้เงินรวม  เท่ากับ		    1000(10.005)[(10.005)24
1]

0.005     บาท

     1000(1.005)[(1.005)24
1]

0.005     บาท

     25,559.11     บาท	 ตอบ

	 การรับหรือจ่ายเงินแต่ละงวด งวดละ R บาท เริ่มรับหรือจ่ายสิ้นงวดรวม n งวด และอัตรา 

ดอกเบี้ยต่องวดเป็น i% เงินรวมเมื่อสิ้นงวดที ่n เท่ากับ  R[(1r)n
1]

r   เมื่อ  r  (0.01)i
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ตัวอย่างที ่6 	 ส้มฝากเงินเข้าบัญชีธนาคารทุกสิ้นเดือน เดือนละ 1,000 บาท ได้รับอัตราดอกเบี้ย 6%  

	 	 	 ต่อป ีโดยคิดอัตราดอกเบี้ยแบบทบต้นทุกเดือน เมื่อสิ้นปีที ่2 ส้มจะได้เงินรวมเท่าไร

วิธีทำา ส้มฝากเงินตอนสิ้นเดือนทุกเดือนเป็นเวลา 2 ปี

	 ในที่นี ้ R  1,000,  n  24,  i  6
12  0.5  และ  r  (0.01)(0.5)  0.005

	 เมื่อสิ้นปีที ่2 ส้มจะได้เงินรวม  เท่ากับ	 	    1000[(10.005)24
1]

0.005     บาท

     1000[(1.005)24
1]

0.005     บาท

     25,431.96     บาท	 ตอบ

ตัวอย่างที ่7  กอลฟ์ซือ้เครือ่งออกกำาลงักายราคา 50,000 บาท โดยจ่ายเงินวนัทีซ่ือ้เคร่ืองออกกำาลงักาย  

   2,000 บาท และผ่อนชำาระส่วนที่เหลือเป็นจำานวนเงินเท่ากันทุกเดือนเป็นเวลา 12 เดือน  

	 	 	 โดยผ่อนชำาระทุกสิ้นเดือน  ถ้าอัตราดอกเบี้ยผ่อนชำาระเป็น 15% ต่อปี โดยคิดอัตรา 

	 	 	 ดอกเบี้ยแบบทบต้นทุกเดือน แล้วกอล์ฟจะต้องผ่อนชำาระประมาณเดือนละเท่าไร

วิธีทำา ให ้R แทนจำานวนงวดที่กอล์ฟต้องผ่อนชำาระทุกสิ้นเดือน

	 ในที่นี ้ i  15
12  1.25  และ  r  (0.01)(1.25)  0.0125

	 เหลือเงินที่ต้องผ่อนชำาระ  50,0002,000  48,000  บาท

	 มูลค่าปัจจุบันของเงินผ่อนงวดที ่ 1  คือ  R(10.0125)1    R(1.0125)1

	 มูลค่าปัจจุบันของเงินผ่อนงวดที ่ 2  คือ  R(10.0125)2    R(1.0125)2

                 

	 มูลค่าปัจจุบันของเงินผ่อนงวดที ่12  คือ  R(10.0125)12    R(1.0125)12

	 ผลรวมมูลค่าปัจจุบันทั้ง 12 งวด  คือ  R(1.0125)1
R(1.0125)2

...R(1.0125)12

	 เป็นอนุกรมเรขาคณิตมีพจน์แรกคือ  R(1.0125)1  และอัตราส่วนร่วมคือ (1.0125)1

	 ผลรวมมูลค่าปัจจุบันทั้ง 12 งวดคือ 

   R(1.0125)1[1(1.0125)12]
1(1.0125)1   48,000

   R  48000[1(1.0125)1]
(1.0125)1[1(1.0125)12]

    บาท

     4,332.40    บาท	 ตอบ
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 แบบฝึกหัดที่ 1.5

 1.	 สมชัยฝากเงิน 500,000 บาท กับสถาบันการเงินแห่งหนึ่งโดยสถาบันการเงินให้อัตราดอกเบ้ีย  

5% ต่อปี และคิดดอกเบี้ยแบบทบต้นทุกป ีจงหา

  (1)	 จำานวนเงินรวมเมื่อฝากครบ 3 ปี

  (2)	 จำานวนปีที่จะทำาให้มีเงินเพิ่มขึ้นอย่างน้อย 2 เท่าของเงินต้น

  วิธีทำา (1)	 จากเงินรวม  P[1(0.01)i]n

	 	 	 	 ในที่นี ้ P  ..............................,  n  ..............................  และ  i  ..............................

	 	 	 	 ดังนั้น จำานวนเงินรวมเมื่อฝากครบ 3 ป ีเท่ากับ ...........................................................

    ........................................................................................................................................

    ........................................................................................................................................

    ........................................................................................................................................

   (2) ........................................................................................................................................

    ........................................................................................................................................

    ........................................................................................................................................

    ........................................................................................................................................

    ........................................................................................................................................

    ........................................................................................................................................

    ........................................................................................................................................

    ........................................................................................................................................

 2.	 ฝากเงิน 1,000,000 บาท กับสถาบันการเงินแห่งหนึ่งโดยสถาบันการเงินให้อัตราดอกเบี้ย 4% ต่อปี 

และคิดดอกเบี้ยแบบทบต้นทุก 3 เดือน จงหาเงินรวมเมื่อฝากครบ 5 ปี

  วิธีทำา	 ในที่นี้  P  ............................,  k  .....................,  n  .....................  และ  i  .....................

	 	 	 ดังนั้น                เงินรวม เท่ากับ ...............................................................................................

    ...................................................................................................................................................

    ...................................................................................................................................................

    ...................................................................................................................................................
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 3.	 ฝากเงินกับธนาคาร 400,000 บาท เมื่อฝากครบ 5 ปี มีเงินรวมทั้งส้ิน 460,000 บาท ถ้าธนาคาร 

คิดดอกเบี้ยแบบทบต้นทุกป ีจงหาอัตราดอกเบี้ยต่อปี

  วิธีทำา	 จากเงินรวม    P[1(0.01)i]n

	 	 	 ในที่นี้เงินรวม  ...............................,  P  ...............................  และ  n  ...............................

    ...................................................................................................................................................

    ...................................................................................................................................................

    ...................................................................................................................................................

    ...................................................................................................................................................

    ...................................................................................................................................................

    ...................................................................................................................................................

    ...................................................................................................................................................

    ...................................................................................................................................................

    ...................................................................................................................................................

    ...................................................................................................................................................

 4.	 สุธีต้องการฝากเงินกับสหกรณ์ออมทรัพย์แห่งหน่ึงซึ่งกำาหนดอัตราดอกเบี้ย 6% ต่อปี โดยคิด 

ดอกเบี้ยแบบทบต้นทุก 3 เดือน ถ้าสุธีต้องการให้มีเงินในบัญชีประมาณ 500,000 บาทเมื่อสิ้นปี 

ที่ 3 เขาจะต้องฝากเงินไว้อย่างน้อยเท่าไร

  วิธีทำา จาก  P  S 1(0.01) i
k

kn

	 	 	 ในที่นี้  S  ............................,  k  .....................,  n  .....................  และ  i  .....................

   ...................................................................................................................................................

    ...................................................................................................................................................

    ...................................................................................................................................................

    ...................................................................................................................................................

    ...................................................................................................................................................

    ...................................................................................................................................................
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 5.	 ปรีดากู้เงินปราณีเป็นเงิน 1,000,000 บาท โดยกำาหนดชำาระหนี้ทั้งหมดใน 5 ปีข้างหน้า โดยคิด

อัตราดอกเบี้ย 12% ต่อปี แบบทบต้นทุกเดือน เมื่อครบ 5 ปี ปรีดาต้องจ่ายเงินคืนปราณีเป็นเงิน 

รวมทั้งหมดเท่าไร

  วิธีทำา จาก  S  P 1(0.01) i
k  

kn

	 	 	 ในที่นี้  P  ............................,  k  .....................,  n  .....................  และ  i  .....................

    ...................................................................................................................................................

    ...................................................................................................................................................

    ...................................................................................................................................................

    ...................................................................................................................................................

    ...................................................................................................................................................

 6.	 อนันต์ฝากเงินเข้าบัญชีธนาคารทุกต้นเดือน เดือนละ 5,000 บาท ได้รับอัตราดอกเบี้ย 3% ต่อปี  

โดยคิดอัตราดอกเบี้ยแบบทบต้นทุกเดือน เมื่อสิ้นปีที ่5 อนันต์จะได้เงินรวมเท่าไร

  วิธีทำา  ...................................................................................................................................................

   ...................................................................................................................................................

   ...................................................................................................................................................

   ...................................................................................................................................................

    ...................................................................................................................................................

    ...................................................................................................................................................

    ...................................................................................................................................................
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 สรุป

ลำ�ดับ
●● ลำาดับ คือ ฟังก์ชันที่มีโดเมนเป็นเซต {1, 2, 3, …, n} หรือมีโดเมนเป็นเซต {1, 2, 3, …}

●● ลำาดับเลขคณิต คือ ลำาดับซึ่งมีผลต่างที่ได้จากการนำาพจน์ที่ n1 ลบด้วยพจน์ที่ n เป็นค่าคงตัวที่เท่ากัน และค่าคงตัวนี้  

เรียกว่า “ผลต่างร่วม” เขียนแทนผลต่างร่วมนี้ด้วย d พจน์ทั่วไปของลำาดับเลขคณิต คือ an  a1(n1)d

●● ลำาดับเรขาคณิต คือ ลำาดับซึ่งมีผลหารท่ีได้จากการนำาพจน์ที่ n1 ต่อพจน์ที่ n เป็นค่าคงตัวที่เท่ากัน และค่าคงตัวนี้ เรียกว่า  

“อัตราส่วนร่วม” เขียนแทนอัตราส่วนร่วมนี้ด้วย r พจน์ทั่วไปของลำาดับเรขาคณิต คือ an  a1r
n1

●● ลำาดับฮาร์มอนิก คือ ลำาดับซึ่งแต่ละพจน์เป็นส่วนกลับของลำาดับเลขคณิต  

●● ลิมิตของลำาดับอนันต ์คือ ค่าที่ลำาดับ an มีค่าเข้าใกล้จำานวนใดจำานวนหนึ่ง เมื่อ n มีค่ามากขึ้นโดยไม่มีที่สิ้นสุด 

	 -	 เรียกลำาดับอนันต์ที่มีลิมิตว่า ลำาดับลู่เข้า

	 -	 เรียกลำาดับอนันต์ที่ไม่มีลิมิตและไม่เป็นลำาดับลู่เข้าว่า ลำาดับลู่ออก

อนุกรม
●● อนุกรม คือ ผลบวกของลำาดับทั้งหมด

	 -	 ผลบวก n พจน์แรกของลำาดับเลขคณิต เรียกว่า อนุกรม 

  เลขคณิต โดยผลบวก (Sn) หาได้จากสูตร

  Sn  n
2

[2a1(n1)d]  หรือ  Sn  n
2

(a1an)

	 -	 ผลบวก n พจน์แรกของลำาดับเลขคณิต เรียกว่า อนุกรม 

  เรขาคณิต โดยผลบวก (Sn) หาได้จากสูตร

  Sn   
a1(r

n
1)

r1   หรือ  Sn  
a1(1rn)

1r   เมื่อ  r  1

	 -	 ผลบวก n พจน์แรกของลำาดับอนันต์ เรียกว่า อนุกรม 

  อนันต ์โดยอนุกรมอนันต์ที่เป็นอนุกรมเรขาคณิต เป็น 

	 	 อนุกรมลู่เข้าเมื่อ 1  r  1 โดยผลบวก (S) หาได ้

	 	 จากสูตร  S  
a1

1r
●● สัญลักษณ์แทนการบวก

  เป็นสัญลักษณ์แทนการบวก โดยสูตรสำาคัญมีดังนี้

 (1)   
il

n

i    n
2

(n1)

 (2)   
il

n

i2    n
6

(n1)(2n1)

 (3)   
il

n

i3    n
2

(n1)  
2

ก�รประยุกต์ของลำ�ดับและอนุกรม
●● ดอกเบี้ยทบต้น

	 -	 ถ้าเงินต้น P บาท ได้รับดอกเบี้ย i% ต่อป ีคิดดอกเบี้ย 

	 	 แบบทบต้นทุกป ี (ปีละ 1 ครั้ง) สิ้นปีที ่ n จะได้เงินรวม  

  P[1(0.01)i]n  บาท

	 -	 ถ้าเงินต้น P บาท ได้รับดอกเบี้ย i% ต่อป ีคิดดอกเบี้ย 

	 	 แบบทบต้นปีละ k ครั้ง สิ้นปีที ่n จะได้เงินรวม 

  P 1(0.01) i
k

 
kn

  บาท

●● มูลค่าปัจจุบันและมูลค่าอนาคต

	 ลงทุน  P บาท  ได้รับดอกเบ้ีย  i% ต่อปี  คิดดอกเบ้ีย 

	 แบบทบต้นปีละ k ครั้ง เมื่อครบ n ปี มูลค่าอนาคตของ 

	 เงินต้น P คือ S  P 1(0.01) i
k

 
kn

	 จะเรียก P ว่ามูลค่าปัจจุบันของเงินรวม S

 P  S 1(0.01) i
k

 
kn

●● การหาเงินรวมของค่างวดทั้งหมด

	 -	 การรับหรือจ่ายเงินแต่ละงวด งวดละ R บาท เริ่มรับ 

	 	 หรือจ่ายต้นงวดรวม n งวด และอัตราดอกเบ้ียต่องวด 

	 	 เป็น i% เงินรวมเมื่อสิ้นงวดที ่n เท่ากับ 

   R(1r)[(1r)n
1]

r   เมื่อ  r  (0.01)i

	 -	 การรับหรือจ่ายเงินแต่ละงวด งวดละ R บาท เริ่มรับ 

	 	 หรือจ่ายสิ้นงวดรวม n งวด และอัตราดอกเบี้ยต่องวด 

	 	 เป็น i % เงินรวมเมื่อสิ้นงวดที ่n เท่ากับ 

  R[(1r)n
1]

r   เมื่อ  r  (0.01)i

ลำ�ดับ
และอนุกรม
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 แบบทดสอบวัดผลสัมฤทธิ์
จงเลือกคำาตอบที่ถูกต้องที่สุดเพียงคำาตอบเดียว

 1.	 พิจารณาข้อความต่อไปนี้

	 	 ก. an  n1
n1 n1

 เป็นลำาดับลู่ออก

	 	 ข. an  1rn

1r  เป็นลำาดับลู่ออก เมื่อ r  1

	 	 ค. 
1
10

1
100

1
1000... 

1
10

n
... เป็น 

	 อนุกรมลู่เข้า มีผลบวกเท่ากับ  1
11

	 	 ข้อใดสรุปถูกต้อง

  1.	 ข้อ ก  และข้อ ข เป็นจริง

  2.	 ข้อ ก  และข้อ ค เป็นจริง

  3.	 ข้อ ข  และข้อ ค เป็นจริง

  4.	 ข้อ ก ข้อ ข  และข้อ ค เป็นจริง

 2. 
7

nl
(n2)2 มากกว่า 



nl
 

(1)n
cos nπ

3(1)n2  

n

 อยู่

เท่าไร

  1. 33 2. 54

  3. 56 4. 58

 3.	 ลำาดับในข้อใดเป็นลำาดับลู่ออก

  1. an  sin2 1
n cos2 1

n

  2. an  
(1)n1

2n1

  3. an  (1)n1 n1
n

  4. an  
2
3

n

 4.	 ข้อใดเป็นจริง

  1.	 ถ้า a1a2a3... เป็นอนุกรมเรขาคณิต  

	 และ Sn  
n

kl
ak แล้ว lim

n→
 Sn หาค่าได้เสมอ

  2.	 ถา้ an เปน็พจนท่ี์ n ของลำาดับซ่ึงมี an1  an  

	 สำาหรับทุกๆ n แล้วลำาดับนี้เป็นลำาดับ 

	 ลู่ออก

  3.	 ให ้an เปน็ลำาดบัซึง่กำาหนดโดย an  1 เมือ่  

 n เป็นจำานวนคี่ และ an  n1
n2

3
 เมื่อ n  

	 เป็นจำานวนคู ่แล้ว an เป็นลำาดับลู่เข้า 

  4.	 ผลบวกของอนุกรม 1
5
3

12
32 

22
33 

35
34  

 ... เท่ากับ 45
8

 5.	 ข้อใดเป็นจริง

  1. 1
2

1
22

1
23

1
24... เป็นอนุกรมลู่เข้า มี 

	 ผลบวกเท่ากับ 2

  2.	 ถา้ a  0 แลว้อนกุรม 1
a

1a
a

1a
2
 

 
a

1a
3
... เป็นอนุกรมลู่เข้า มีผลบวก 

	 เท่ากับ 1a

  3. ln1
2ln2

3ln3
4ln4

5... เปน็อนกุรมลูอ่อก

  4.	 ถ้า an เป็นลำาดับลู่เข้า ซึ่ง lim
n→

 an  0 แล้ว  

 0  an  1n สำาหรับทุกค่าของ n

 6.	 ผลบวก 18 พจน์แรกของอนุกรม 1925 

4981... เท่ากับข้อใด

  1. 7,734 2. 7,751

  3. 7,753 4. 7,770

 7.	 ผลบวกของอนุกรม log3 3log
3
 3log3 3

 3
 

...logn 3
 3 เท่ากับข้อใด

  1. 1
2(n1)log 3 2. n

2(n1)log 3

  3. 1
2(n1) 4. n

2(n1)

 8.	 กำาหนดให ้c เป็นค่าคงตัว 

	 	 ถ้า lim
n→

 5cn3
3n2

5c
(n1)3   1

1
2

1
4... 1

2n... 

แล้ว c เท่ากับข้อใด

  1. 2
5 2. 1

5

  3. 1
10 4. 1

20  
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 9.	 กำาหนดอนุกรม

  A :  5
12

5
23

5
34... 5

n(n1)...

  B :  1
1
2

1
3

1
4...1

n...

  C :  159
27
5 ...15 3

5

n1

...

	 	 ข้อใดสรุปเกี่ยวกับอนุกรมข้างต้นได้ถูกต้อง

  1.	 อนุกรมทั้งสามเป็นอนุกรมลู่เข้าทั้งหมด

  2.	 อนุกรม A และอนุกรม B เท่านั้นเป็น 

	 อนุกรมลู่เข้า

  3.	 อนุกรม A และอนุกรม C เท่านั้นเป็น 

	 อนุกรมลู่เข้า

  4.	 ลิมิตของลำาดับของพจน์ของอนุกรม B  

	 มีค่าเท่ากับศูนย ์จึงทำาให้อนุกรม B เป็น 

	 อนุกรมลู่เข้า

 10.	 ลิมิตของลำาดับ an  
1

1
n

 3n
1
3

5n
2
3n4

 เท่ากับ 

ข้อใด

  1. 0 2. 1
5

  3. 3
5 4.	 หาค่าไม่ได้

 11.	 ถ้า loga(ax)2 loga(a
2x)3 loga(a

3x)... 

10 loga(a
10x)  110 แล้ว x มีค่าเท่ากับข้อใด

  1. 1
a10 2. 1

a5

  3. 1

a
5
2
 4. 1

a
5
4

 12.	 ข้อใดเป็นเซตคำาตอบของอสมการ

  log3 xlog32 xlog34 xlog38 x...  1

  1. (0, 3 ) 2. ( 3 , )

  3. (0, 3 3 ) 4. (3 3 , )

 13.	 ลิมิตของลำาดับ an  
8n3
2n

3  มีค่าเท่ากับ 

ข้อใด

  1. 2 2. 0

  3. 2 4. 8

 14.	 ผลบวกของอนุกรม 


nl
 5

2n
3

n(n1)  เท่ากับ

ข้อใด

  1. 0 2. 2

  3. 4 4. 5

 15.	 ถ้า 
15

n3


2
(n2)(n1)  ab โดยที ่a และ b เป็น

จำานวนเตม็ ซึง่ ห.ร.ม. ของ a และ b เปน็ 1 แลว้ 

ab เท่ากับข้อใด

  1. 8 2. 11

  3. 13 4. 16

 16.	 กำาหนดให้ an  4n5
8n1  และ bn  23n2

16n2  

เมื่อข้อใดเป็นเท็จ

  1. lim
n→

|an|    lim
n→

|bn|

  2. lim
n→

|anbn|    2

  3. lim
n→

|anbn|    14

  4. lim
n→

 
an

bn
    1

 17.	 ผลบวกของอนุกรม 

  140338536...392 เท่ากับข้อใด

  1. 5,740 2. 6,480

  3. 17,220 4. 18,060

 18.	 กำาหนดพจน์ที่ n ของลำาดับสองลำาดับดังนี้

  an  
n(123...n)

3(12
22

32
...n2)

  bn  
3n2 3n1
n2 n1

  lim
n→

(anbn)  มีค่าเท่ากับข้อใด

  1. 1
3

3

  2. 1 3

  3. 1
2

3
3

  4. 1
2 3
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 19.	 ถ้า n เป็นจำานวนเต็มบวก ซึ่งทำาให้

  1log
2
 2log3 2

 2...logn 2
 2  n2

21 

แล้ว 1222
...2n มีค่าเท่ากับข้อใด

  1. 63 2. 127

  3. 255 4. 511

 20.	 ผลบวกของอนุกรม 122
232

342
... 

19202 เท่ากับข้อใด

  1. 40,130 2. 41,230

  3. 42,130 4. 43,120



หน่วยก�รเร�ยนรู้ที่ 2
แคลคูลัสเบื้องต้น

ส�ระและผลก�รเร�ยนรู้
สาระแคลคูลัส

เข้าใจลิมิตและความต่อเนื่องของฟังก์ชัน	 อนุพันธ์

ของฟังก์ชัน	และปริพันธ์ของฟังก์ชัน	และนำาไปใช้

ผลการเรียนรู้

 1.	 ตรวจสอบความต่อเน่ืองของฟังก์ชันท่ีกำาหนดให้

 2.	 หาอนุพันธ์ของฟังก์ชันพีชคณิตที่กำาหนดให้

	 	 และนำาไปใช้แก้ปัญหา

 3.	 หาปริพันธ์ไม่จำากัดเขตและจำากัดเขตของ

	 	 ฟังก์ชันพีชคณิตท่ีกำาหนดให้	 และนำาไปใช้

	 	 แก้ปัญหา

	 เราสามารถประยุกต์ใช้แคลคูลัสได้อย่างมากมายผ่านการสร้าง

แบบจำาลองทางคณิตศาสตร์เพื่อประมวลผลให้ได้คำาตอบที่ดีที่สุดหรือ

ถูกต้องที่สุดออกมา	 ทั้งนี้แคลคูลัสเป็นภาษาทางคณิตศาสตร์ที่เกี่ยวข้องกับ

การเคลื่อนไหวและการเปลี่ยนแปลง	 ถ้าจำานวน	 ปริมาณ	 หรือระบบกำาลัง

เปล่ียนแปลง	เราสามารถใชแ้คลคลัูสชว่ยในการวเิคราะหไ์ดอ้ยา่งมปีระสทิธภิาพ

โดยเฉพาะในด้านวิศวกรรมและอากาศยาน	 นอกจากนี้ในด้านการแพทย์

สามารถนำาแคลคูลัสไปใช้ในการทำานายอัตราการเติบโตของเนื้องอกได้	

หรือแม้กระทั่งในด้านสถาปัตยกรรม	แคลคูลัสก็มีบทบาทสำาคัญเช่นกัน	 เช่น	

ในการสร้างสะพาน	 เราจำาเป็นจะต้องออกแบบโดยคำานึงถึงความสามารถ

ในการรองรับน้ำาหนักที่แตกต่างกัน	 ทั้งนี้แคลคูลัสจะถูกนำามาใช้ในการ

คำานวณเพื่อให้ได้สะพานที่แข็งแรงที่สุดโดยคำานึงถึงประโยชน์ใช้สอยและ

ความปลอดภัย
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 2.1 ลิมิตของฟังก์ชัน  
 จุดประสงค์

	 นักเรียนสามารถหาลิมิตของฟังก์ชันที่กำาหนดให้ได้

 ทักษะและกระบวนการทางคณิตศาสตร์

 1.	การสื่อสารและการสื่อความหมายทางคณิตศาสตร์

 2.	การเชื่อมโยง

 3.	การให้เหตุผล

 4.	การคิดสร้างสรรค์

 สำาหรับฟังก์ชัน f ใดๆ ท่ีมีโดเมนและเรนจ์เป็นสับเซตของเซตของจำานวนจริง ถ้าค่าของ f(x)  

เข้าใกล้จำานวนจริง L เมื่อ x เข้าใกล้ a เรียก L ว่า ลิมิตของ f ที่ a เขียนแทนด้วย lim
x→a

 f(x)  L ถ้าไม่มี 

จำานวนจริง L ซึ่ง f(x) เข้าใกล ้L เมื่อ x เข้าใกล ้a แล้ว f ไม่มีลิมิตที ่a จะเขียนว่า lim
x→a

 f(x) หาค่าไม่ได้

 ในการหาลิมิตของ f(x) เมื่อ x เข้าใกล้ a จะพิจารณาค่าของ f(x) ว่าเข้าใกล้จำานวนจริงค่าใด 

ขณะที่ x เข้าใกล้ a แต่ x  a แสดงว่าไม่พิจารณาค่าของ f(x) ที่ x  a ดังนั้น ฟังก์ชัน f อาจจะนิยาม 

หรือไม่นิยามที ่x  a ก็ได ้แต่ฟังก์ชัน f จะต้องนิยามที่แต่ละจุดที่ใกล ้a

 พิจารณากราฟของฟังก์ชัน

 (1)  (2) 

จากกราฟ f(a)  L

Y

0 a
X

L

f Y

0 a X

f

L

จากกราฟ f(a)  L

(a, f(a))
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 (3)          

          f(x) ไม่นิยามที ่x  a

 จากข้อ (1), (2) และ (3) จะได้ว่า lim
x→a

 f(x)  L

 สำาหรับฟังก์ชัน f ใดๆ ที่มีโดเมนและเรนจ์เป็นสับเซตของเซตของจำานวนจริง

 (1) ถ้าค่าของ f(x) เข้าใกล้จำานวนจริง L1 เมื่อ x เข้าใกล้ a ทางด้านซ้าย (x  a) เรียก L1 ว่า  

ลิมิตซ้ายของ f(x) เขียนแทนด้วย lim
x→a

f(x)  L1

 (2) ถ้าค่าของ f(x) เข้าใกล้จำานวนจริง L2 เมื่อ x เข้าใกล้ a ทางด้านขวา (x  a) เรียก L2 ว่า  

ลิมิตขวาของ f(x) เขียนแทนด้วย lim
x→a

f(x)  L2

 ถ้า L1  L2  L จะได้ว่า ฟังก์ชัน f มีลิมิตเท่ากับ L เมื่อ x เข้าใกล ้a เขียนแทนด้วย lim
x→a

 f(x)  L

 ถ้า L1  L2 จะได้ว่า ฟังก์ชัน f ไม่มีลิมิต เมื่อ x เข้าใกล ้a นั่นคือ lim
x→a

 f(x) หาค่าไม่ได้

ตัวอย่างที ่1	 กำาหนดกราฟของฟังก์ชัน y  f(x)

 lim
x→1

f(x)  0 (พิจารณากราฟที ่x  1)

 lim
x→1

f(x)  0 (พิจารณากราฟที ่x  1)

 lim
x→1

 f(x)   0 (เนื่องจาก lim
x→1

f(x)  lim
x→1

f(x))

 lim
x→2

f(x)  3 (พิจารณากราฟที ่x  2)

 lim
x→2

f(x)  1 (พิจารณากราฟที ่x  2)

 lim
x→2

f(x)     หาค่าไม่ได ้เนื่องจาก lim
x→2

f(x)  lim
x→2

f(x)

ตอบ

0

Y

X
 3 2 1  1 2 3

1

1
2

4
3

Y

0 a
X

L

f
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ตัวอย่างที ่2 	 กำาหนดให ้ f(x)  x3 	 เมื่อ x  4

92x  เมื่อ x  4
  จงหา lim

x→4
 f(x)

วิธีทำา   เนื่องจาก	 f(x)  x3 	 เมื่อ x  4

    จะได้ว่า	 lim
x→4

f(x)  lim
x→4

x3

        43           1

	 	 	 	 และเนื่องจาก	 f(x)  92x	 เมื่อ x  4

	 	 	 	 จะได้ว่า	 lim
x→4

f(x)  lim
x→4

(92x)

        92(4)          1

	 	 	 	 เนื่องจาก	 lim
x→4

f(x)  lim
x→4

f(x)          1

	 	 	 	 ดังนั้น	 lim
x→4

 f(x)  1         ตอบ

ตัวอย่างที ่3 	 กำาหนดให ้ f(x)  2x1	 เมื่อ x  1

0.5 เมื่อ x  1
  จงหา lim

x→1
 f(x)

วิธีทำา   เนื่องจาก	 f(x)  2x1	 เมื่อ x  1

    จะได้ว่า	 lim
x→1

f(x)  lim
x→1

(2x1)

        2(1)1

        3

	 	 	 	 และเนื่องจาก	 f(x)  0.5	 		 เมื่อ x  1

	 	 	 	 จะได้ว่า	 lim
x→1

f(x)  0.5

	 	 	 	 เนื่องจาก	 lim
x→1

f(x)  lim
x→1

f(x)

	 	 	 	 ดังนั้น  lim
x→1

 f(x)  หาค่าไม่ได้	 	 	          ตอบ



แบบฝึกเสริมทักษะ | คณิตศาสตร์เพิ่มเติม ม.6 เล่ม 190

 แบบฝึกหัดที่ 2.1 ก

 1.	 กำาหนดกราฟของฟังก์ชัน y  f(x) จงหาลิมิตของฟังก์ชันในแต่ละข้อ

  (1) 1) lim
x→1

f(x)  ..............................................

   2) lim
x→1

f(x)  ..............................................

   3) lim
x→1

 f(x)   ..............................................

  (2) 1) lim
x→0

f(x)   ..............................................

   2) lim
x→0

f(x)   ..............................................

   3) lim
x→0

 f(x)    ..............................................

   4) lim
x→1

f(x)   ..............................................

   5) lim
x→1

f(x)   ..............................................

   6) lim
x→1

f(x)   ..............................................

  (3) 1) lim
x→2

f(x)   ..............................................

   2) lim
x→2

f(x)   ..............................................

   3) lim
x→2

f(x)   ..............................................

   4) lim
x→2

f(x)   ..............................................

   5) lim
x→2

f(x)   ..............................................

   6) lim
x→2

 f(x)   ..............................................

0

Y

X
 1 2 

1

2

1
2

0

Y

X
 1 2 

11

2

2

1
2

0

Y

X
 1 2 

11

2

2

1
2
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 2.	 กำาหนดกราฟของฟังก์ชัน y  f(x)

  (1) (2)

  (3) (4)

  (5) (6)

	 	 จงเติมช่องว่างให้สมบูรณ ์

ลิมิตของฟังก์ชัน (1) (2) (3) (4) (5) (6) 

1) lim
x→2

f(x)

2) lim
x→2

f(x)

3) lim
x→2

 f(x)

4) lim
x→0

f(x)

5) lim
x→0

f(x)

6) lim
x→0

 f(x)  

Y

X
1

1 2 3 4

2
3
4

1
1

23 0

Y

X
1

1 2 3 4

2
3
4

1
1

23 0

Y

X
1

1 2 3 4

2
3
4

1
1

23 0

Y

X
1

1 2 3 4

2
3
4

1
1

2

2

3 0

Y

X
1

1 2 3 4

2
3
4

1
1

23 0

Y

X
1

1 2 3 4 5

2
3
4

123 0
1
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 3.	 กำาหนดกราฟของฟังก์ชัน y  f(x) จงหาลิมิตของ f(x) ในแต่ละข้อ

  (1) f(x)  1 , x  1
1.5 , x  1

      lim
x→1

f(x)   ..............................................

      lim
x→1

f(x)   ..............................................

      lim
x→1

 f(x)    ..............................................

  (2) h(x)  
1 ,  x  1
2 , 2  x  1
 2,  x  2

  lim
x→2

h(x)   ..............................................

      lim
x→2

h(x)   ..............................................

      lim
x→2

h(x)    ..............................................

      lim
x→1

h(x)   ..............................................

      lim
x→1

h(x)   ..............................................

      lim
x→1

 h(x)    ..............................................

  (3) g(x)   1, x  1
 x, x  1

      lim
x→1

g(x)   ..............................................

      lim
x→1

g(x)   ..............................................

      lim
x→1

 g(x)    ..............................................

 

0

Y

X
 1 2 

1
1

2

2

1
2

0

Y

X
 1 2 

1
1

2

2

1
2

Y

X0

1

1
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  (4) f(x)  
 1

2, x  2

 x3, x  2

      lim
x→2

f(x)  ..............................................

      lim
x→2

f(x)  ..............................................

      lim
x→2

 f(x)   ..............................................

  (5) f(x)   x1, x  2
 x1, x  2

      lim
x→2

f(x)   ..............................................

      lim
x→2

f(x)   ..............................................

      lim
x→2

 f(x)    ..............................................

 

 

  (6) h(x)  x1 , x  2
x1,  x  2

      lim
x→2

h(x)   ..............................................

      lim
x→2

h(x)   ..............................................

      lim
x→2

 h(x)    ..............................................

 

  (7) f(x)  

x ,  x   0

 2(x1), 1 x   0

x2 ,  x  1 
   lim

x→1
f(x)   ..............................................

      lim
x→1

f(x)   ..............................................

      lim
x→1

f(x)    ..............................................

Y

X0

8

2

1
2

Y

X0

1
2

3

2
1

2

Y

X0

1

1
21

0

Y

X
1

1

1

2
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  (8) g(x)   1, x  2
 x, x  2

      lim
x→2

g(x)   ..............................................

      lim
x→2

g(x)   ..............................................

      lim
x→1

 g(x)    ..............................................

 

 

  (9) h(x)   
x,  x  0

x2,  x  0

      lim
x→0

h(x)   ..............................................

      lim
x→0

h(x)   ..............................................

      lim
x→0

 h(x)    ..............................................

 (10) f(x)   
 x , x  2

 x2, x  2
  lim

x→0
f(x)   ..............................................

      lim
x→0

f(x)   ..............................................

      lim
x→0

 f(x)    ..............................................

      lim
x→2

f(x)   ..............................................

      lim
x→2

f(x)   ..............................................

      lim
x→2

 f(x)    ..............................................

Y

X0

1
2

2

Y

X0

0

Y

X
 1 2 

1
12

1
2
3
4
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 ทฤษฎีบทเกี่ยวกับลิมิต

 ทฤษฎีบท 1

 ทฤษฎีบทเกี่ยวกับลิมิตของฟังก์ชัน

เมื่อ a, L และ M เป็นจำานวนจริงใดๆ ถ้า f และ g เป็นฟังก์ชันท่ีมีโดเมนและเรนจ์เป็น

สับเซตของจำานวนจริง โดยที ่ lim
x→a

 f(x)  L  และ lim
x→a

 g(x)  M  แล้วจะได้ว่า

  (1) lim
x→a

 c  c เมื่อ c เป็นค่าคงตัวใดๆ

  (2) lim
x→a

 x  a 

  (3) lim
x→a

 xn  an  เมื่อ n 	I

  (4) lim
x→a

 cf(x)  c lim
x→a

 f(x)  cL  เมื่อ c เป็นค่าคงตัวใดๆ

  (5) lim
x→a

 [f(x)g(x)]  lim
x→a

 f(x)lim
x→a

 g(x)  LM

  (6) lim
x→a

 [f(x)g(x)]  lim
x→a

 f(x)lim
x→a

 g(x)  LM

  (7) lim
x→a

 [f(x)g(x)]  lim
x→a

 f(x)lim
x→a

 g(x)  LM 

  (8) lim
x→a

 f(x)
g(x)   

lim
x→a

 f(x)

lim
x→a

 g(x)
  L

M เมื่อ M  0

  (9) lim
x→a

 [f(x)]n  lim
x→a

 f(x)  n  Ln เมื่อ n  I

 (10) lim
x→a

 f(X)n     n lim
x→a

 f(x)   Ln  เมื่อ n  I  {1} 

   f(X)n  R และ Ln   R

 ทฤษฎีบท 2 ทฤษฎีบท 2 ทฤษฎีบท 2 ทฤษฎีบท 2

 ถ้า p(x) เป็นฟังก์ชันพหุนาม แล้วสำาหรับจำานวนจริง a ใดๆ lim
x→a

 p(x)  p(a) 

 ทฤษฎีบท 3 ทฤษฎีบท 3 ทฤษฎีบท 3 ทฤษฎีบท 3

 ถ้า f เป็นฟังก์ชันตรรกยะ โดยที่ f(x)  
p(x)
q(x)  เมื่อ p(x) และ q(x) เป็นฟังก์ชันพหุนาม 

แล้ว lim
x→a

 f(x)  
p(a)
q(a)  สำาหรับจำานวนจริง a ใดๆ ที ่q(a)  0
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lim
x→1

 f(x)  L	ก็ต่อเมื่อ	lim
x→1

 f(x)  L  lim
x→1

 f(x)

ตัวอย่างที่ 4 	 จงหา lim
x→1

(x4
2x5)

วิธีทำา    

       

       

       

    ตอบ

ตัวอย่างที่ 5 	 จงหา lim
x→4

 4 x
16x

วิธีทำา     

       

       

       ตอบ
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ตัวอย่างที ่6 จงหา lim
x→1

 |x1|
x1

วิธีทำา   

      

      

    

    ตอบ

ตัวอย่างที ่7  จงหา lim
x→1

 3 x2
10x9

x1

วิธีทำา   

      

       

      

      

      

      ตอบ

ตัวอย่างที ่8 กำาหนดให ้f(x)  
x1	 เมื่อ x  2

x2
4x5 เมื่อ x  2

จงหา lim
x→2

 f(x) 

วิธีทำา

    

ตอบ



แบบฝึกเสริมทักษะ | คณิตศาสตร์เพิ่มเติม ม.6 เล่ม 198

 แบบฝึกหัดที่ 2.1 ข

 1.	 จงหาค่าของลิมิตต่อไปนี ้ถ้าลิมิตมีค่า

  (1) lim
x→3

(x3
3x)   (2) lim

x→1
 (4x3

6x5) 

    lim
x→3

x3
3lim

x→3
 x     4lim

x→1
 x3

6lim
x→1

 xlim
x→1

 5

    (3)3
3(3)     4(1)3

6(1)5

    .........................................................  ........................................................

    .........................................................  ........................................................

  (3) lim
x→1

 (2x3
2x2

2x)    (4) lim
x→2

(43x4
4x3)

    .........................................................  ........................................................

    .........................................................  ........................................................

    .........................................................  ........................................................

    .........................................................  ........................................................

    .........................................................  ........................................................

  (5) lim
x→2

 x
2
3x2
x2    (6) lim

x→4

x2
16

x4

    lim
x→2

 (x2)(x1)
x2

     lim
x→4

(x4)(x4)
x4

    lim
x→2

 (x1)     ........................................................ 

    .........................................................  ........................................................

    .........................................................  ........................................................

  (7) lim
x→2

x3
8

x2    (8) lim
x→3

 9x2

3x

    lim
x→2

(x2)(x2
2x4)

x2
     ........................................................

    .........................................................  ........................................................ 

    .........................................................  ........................................................

    .........................................................  ........................................................
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  (9) lim
x→3

 x
2
x12
x3

   (10) lim
x→2

 x2

2x2
x6

    .........................................................  lim
x→2

 x2
(x2)(2x3)

    .........................................................  ........................................................

    .........................................................  ........................................................

    .........................................................  ........................................................

  (11) lim
x→1

 1x
1 x

   (12) lim
x→9

 9x
3 x

    lim
x→1

 (1 x )(1 x )
1 x

      ........................................................

    lim
x→1

 (1 x )     ........................................................ 

    .........................................................  ........................................................  

    .........................................................  ........................................................  

  (13) lim
x→2

 1
x2


4

x2
4

   (14) lim
x→4

 x
2
x12
x4

    lim
x→2

 1
x2


4

(x2)(x2)
      ........................................................

    lim
x→2

 
(x2)4

(x2)(x2)
     ........................................................ 

    lim
x→2

 x2
(x2)(x2)

   ........................................................

    .........................................................  ........................................................

    .........................................................  

    ......................................................... 

  (15) lim
x→2

 2x2
5x2

5x2
7x6

   (16) lim
x→5

 3x2
13x10

2x2
7x15

    lim
x→2

 
(x2)(2x1)

(x2)(5x3)
     lim

x→5
 
(3x2)(x5)
(2x3)(x5)

    lim
x→2

 2x1
5x3

     lim
x→5

 3x2
2x3

    .........................................................  ........................................................

    .........................................................  ........................................................
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  (17) lim
x→4

 x2
5x4

3    (18) lim
x→2

x4
4x1

    lim
x→4

 (x2
5x4)3      lim

x→2
(x4

4x1)

    .........................................................  ........................................................  

    .........................................................  ........................................................

    .........................................................  ........................................................

  (19) lim
x→3

 25x3x3

x2
1

3    (20) lim
x→2

 3x2
4 3x2

3

    3 lim
x→3

 25x3x3

x2
1

     lim
x→2

(3x2
4)  3 lim

x→2
(3x2)

    .........................................................  3(2)2
4  3(2)23

    .........................................................  ........................................................

    .........................................................  ........................................................

    .........................................................  ........................................................

  (21) lim
x→8

 x
2
33 x

4
16
x

   (22) lim
x→16

 2 x x
3
2

x4 5

    
lim
x→8

 (x
2
33 x )

lim
x→8

 4
16
x

     
lim

x→16
 2 x x

3
2

lim
x→16

( x4 5)

    
lim
x→8

 x
2
33lim

x→8
 x

lim
x→8

 4lim
x→8

 
16
x

     
2lim
x→16

 x  lim
x→16

x
3
2

lim
x→16

x4  lim
x→16

5

    .........................................................  ........................................................

    .........................................................  ........................................................

    .........................................................  ........................................................
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 2.	 จงหาค่าของลิมิตต่อไปนี ้ถ้าลิมิตมีค่า

  (1) lim
x→1

2 x5
x1

   (2) lim
x→4

 x 32x2

x4
 

    lim
x→1

(2 x5)(2 x5)
(x1)(2 x5)

     lim
x→4

 
(x 32x2)(x 32x2)

(x4)(x 32x2)

    lim
x→1

4(x5)

(x1)(2 x5)
     lim

x→4
 

x2
(32 

x2)

(x4)(x 32x2)

    .........................................................  lim
x→4

 
x2

32 
x2

(x4)(x 32x2)

    .........................................................  ........................................................

    .........................................................  ........................................................

    .........................................................  ........................................................

    .........................................................  ........................................................

    .........................................................  ........................................................

  (3) lim
x→1

 2 x3
x1

   (4) lim
x→2

 x2
53

x2
2x

 

    lim
x→1

 (2 x3)(2 x3)
(x1)(2 x3)

     lim
x→2

 
x2

53  x2
53

x(x2) x2
53

    .........................................................  ........................................................

    .........................................................  ........................................................

    .........................................................  ........................................................

    .........................................................  ........................................................

    .........................................................  ........................................................
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 3.	 จงหาค่าของลิมิตของฟังก์ชันที่กำาหนด ถ้าลิมิตมีค่า

 (1) f(x)  
3x1 ,  x  1

3x  , x  1
 (2) f(x)  

x3
   , x  1

3x , x  1

  lim
x→1

f(x)  .................................   lim
x→1

f(x)  ..................................

  lim
x→1

(x)  .................................   lim
x→1

f(x)  ..................................

  ดังนั้น lim
x→1

 f(x)  .................................   ดังนั้น lim
x→1

 f(x)  ..................................

 (3) f(x)  
x2

1,  x  1

1   ,  x  1

x1 ,  x  1

 (4) f(x)  

 3 x ,  x  1

4   ,  x  1

x2  1,   x  1

  lim
x→1

f(x)  .................................   lim
x→1

f(x)  ..................................

  lim
x→1

f(x)  .................................   lim
x→1

f(x)  ..................................

  ดังนั้น lim
x→1

 f(x)  .................................   ดังนั้น lim
x→1

 f(x)  ..................................

  f(1)  .................................   f(1)  ..................................

 (5) f(x)  
|x1| , x  1
1  , x  1

 (6) f(x)  
|x1|
x1

x2 , x  1

0 , x  1
 

  f(x)  

 x1 , x  1

(x1),  x  1

1   , x  1

  f(x)  

x1
x1

 x2 , x  1


x1
x1  x2 , x  1

0 , x  1

  lim
x→1

f(x)  .................................   f(x)   

x2 , x  1

x2 , x  1

0 , x  1

 

 

  lim
x→1

f(x)  .................................   lim
x→1

f(x)  ..................................

  ดังนั้น lim
x→1

 f(x)  .................................   lim
x→1

f(x)  ..................................

  f(1)  .................................   ดังนั้น lim
x→1

 f(x)  ..................................

       f(1)  ..................................
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 2.2 คว�มต่อเนื่องของฟังก์ชัน

 จุดประสงค์

	 นักเรียนสามารถหาได้ว่าฟังก์ชันที่กำาหนดให้เป็นฟังก์ชันต่อเนื่องหรือไม่ต่อเนื่อง

 ทักษะและกระบวนการทางคณิตศาสตร์

 1.	การสื่อสารและการสื่อความหมายทางคณิตศาสตร์

 2.	การเชื่อมโยง

 3.	การให้เหตุผล

 4.	การคิดสร้างสรรค์

  1. ถ้าฟังก์ชัน f ขาดสมบัติข้อใดข้อหนึ่ง แล้วฟังก์ชัน f ไม่เป็นฟังก์ชันต่อเนื่อง

  ที ่x  a

 2. ฟังก์ชัน f ต่อเนื่องที ่x  a กราฟของฟังก์ชันไม่ขาดตอนที ่x  a

  หมายเหตุ

ตัวอย่างที่ 1   จงพิจารณาว่า f(x)  
x
x

3
92

-
-

 เป็นฟังก์ชันต่อเนื่องที ่x  3 หรือไม่

วิธีทำา    เนื่องจาก f(3)  หาค่าไม่ได ้
3 3
3 9

0
02

-
-
=> H

    ดังนั้น ฟังก์ชัน f ไม่ต่อเนื่องที ่x  3  ตอบ

 บทนิยาม  บทนิยาม  บทนิยาม  บทนิยาม 

 ให ้f เป็นฟังก์ชันซึ่งนิยามบนช่วงเปิด (a, b) และ c  (a, b)

 ฟังก์ชัน f เป็นฟังก์ชันต่อเนื่องที ่x  c ก็ต่อเมื่อ

   1. f(c) หาค่าได้

   2. lim
x  c  

 f(x) หาค่าได้

 และ 3. lim
x  c  

 f(x)  f(c)
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ตัวอย่างที่ 2   กำาหนดให ้f(x)  
x
x 3

92

-
-

 , x  3

6 , x  3

    จงพิจารณาว่าฟังก์ชัน f เป็นฟังก์ชันต่อเนื่องที ่x  3 หรือไม่

วิธีทำา    จาก f(x)  
x
x 3

92

-
-

 , x  3

6 , x  3

    ตอบ

 ทฤษฎีบท 4 ทฤษฎีบท 4 ทฤษฎีบท 4 ทฤษฎีบท 4

   ถ้า f และ g เป็นฟังก์ชันต่อเนื่องที ่x  a เมื่อ a เป็นจำานวนจริงใดๆ แล้ว

   1. fg เป็นฟังก์ชันต่อเนื่องที ่x  a

   2. fg เป็นฟังก์ชันต่อเนื่องที ่x  a

   3. fg เป็นฟังก์ชันต่อเนื่องที ่x  a

   4. f
g  เป็นฟังก์ชันต่อเนื่องที ่x  a เมื่อ g(a)  0

 ทฤษฎีบท 5 ทฤษฎีบท 5 ทฤษฎีบท 5 ทฤษฎีบท 5

   สำาหรับจำานวนจริงใดๆ ฟังก์ชันพหุนาม p(x) เป็นฟังก์ชันต่อเนื่องที ่x  a เมื่อ a 

เป็นจำานวนจริงใดๆ
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 เช่น  กำาหนดให ้f(x)  2x และ g(x)  x1 ต่อเนื่องที ่x  1

 จะได ้ f(x)g(x)  3x1 ต่อเนื่องที ่x  1

    f(x)g(x)  x1  ต่อเนื่องที ่x  1 

    f(x)g(x)  2x(x1) ต่อเนื่องที ่x  1 

    
f(x)
g(x)   2x

x1
   ต่อเนื่องที ่x  1 

 คว�มต่อเนื่องบนช่วง
 การพิจารณาความต่อเนื่องของฟังก์ชันบนช่วง

 ฟังก์ชัน f เป็นฟังก์ชันต่อเนื่องบนช่วง

 1. (a, b) ก็ต่อเมื่อ f ต่อเนื่องที่ทุกๆ จุดในช่วง (a, b)

 2. [a, b] ก็ต่อเมื่อ  
(1) f ต่อเนื่องที่ทุกๆ จุดในช่วง (a, b) และ

(2) lim
x  a

 
 f(x)  f(a) และ  lim

x  b
 
 f(x)  f(b) 

 

 3. (a, b] ก็ต่อเมื่อ  
(1) f ต่อเนื่องที่ทุกๆ จุดในช่วง (a, b) และ

(2) lim
x  b

 
 f(x)  f(b)

 4. [a, b) ก็ต่อเมื่อ  
(1) f ต่อเนื่องที่ทุกๆ จุดในช่วง (a, b) และ

(2) lim
x  a

 
 f(x)  f(a)

 

ตัวอย่างที่ 3   กำาหนดให ้f(x)  x16 2
-  จงแสดงว่าฟังก์ชัน f เป็นฟังก์ชันต่อเนื่องบนช่วง [4, 4]

วิธีทำา    ให ้c เป็นจุดใดๆ ในช่วง (4, 4)

    จาก f(x)  x16 2
-

    จะได ้ f(x)  c16 2
-

    และ lim
x  c  

 f(c)  lim
x  c  

x16 2
-

       c16 2
-   

    ดังนั้น lim
x  c  

 f(x)  f(c)

 ทฤษฎีบท 6 ทฤษฎีบท 6 ทฤษฎีบท 6 ทฤษฎีบท 6

   ถ้า f เป็นฟังก์ชันตรรกยะโดยที ่f(x)  
p(x)
q(x)  เมื่อ p(x) และ q(x) เป็นฟังก์ชัน

พหุนาม แล้ว f เป็นฟังก์ชันต่อเนื่องที ่x  a เมื่อ a เป็นจำานวนจริงใดๆ ซึ่ง q(a)  0
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   จะได้ว่า f เป็นฟังก์ชันต่อเนื่องบนช่วง (4, 4)

   ต่อไปจะแสดงว่า lim
x  

4
 f(x)  f(4) และ lim

x  4
 
f(x)  f(4)

      lim
x  

4
 f(x)  lim

x  
4

x16 2
-

       lim
x  

4
(16x2)

       ( )16 4 2
- -   0

   และ f(4)  ( )16 4 2
- -   0

   จะได้ lim
x  

4
 f(x)  f(4)

     lim
x  4

 
f(x)   lim

x  4
 

x16 2
-

       lim
x  4

 
(16x2)

       16 42-   0

   และ f(4)  16 42-   0

   จะได้ lim
x  4

 
f(x)   f(4)

   ดังนั้น ฟังก์ชัน f เป็นฟังก์ชันต่อเนื่องบนช่วง [4, 4]  ตอบ

  แบบฝึกหัดที่ 2.2

 1.	 กำาหนดฟังก์ชัน f จงพิจารณาฟังก์ชันในแต่ละข้อต่อไปนี ้

  (1) f(x)   x2 5-  3x ฟังก์ชัน f ต่อเนื่องที ่  (2) f(x)   x2
2

3   ฟังก์ชัน f ต่อเนื่องที่

   x  4 หรือไม่	 	 	 	 	 x  5 หรือไม่

  วิธีทำา f(4)   ..................................  วิธีทำา f(5)  .................................

      ..................................     .................................

   lim
x  4 

 f(x)  lim
x  4 

 ( x x2 5 3- + )    lim
x  

5
 f(x)  ................................

     ..................................     .................................

     ..................................     .................................

  ดังนั้น	 f(4)  ..................................  ..................................................................

  นั่นคือ ฟังก์ชัน f  เป็นฟังก์ชันต่อเนื่อง	  ..................................................................

	 	 ที่ x  .......................................................  .................................................................. 
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  (3) f(x)    x
2
9

x
2
5x6

 ฟังก์ชัน f เป็นฟังก์ชัน	 (4) f(x)  
 x1 
x1  ฟังก์ชัน f เป็นฟังก์ชัน	

	 	 	 ต่อเนื่องที ่x  0 หรือไม่	  	 ต่อเนื่องที ่x  1 หรือไม่

  วิธีทำา	จาก f(x)  x
2
9

x
2
5x6

  วิธีทำา f(x)  
 x1 
x1

	 	 	 ให้ p(x)  x2
9   f(1)  .................................

   p(0)   ..................................  ..................................................................

	 	 	 และ q(x)  x2
5x6  ..................................................................

   q(0)  ..................................  

  เนื่องจาก p  และ q เป็นฟังก์ชันพหุนาม

	 	 และ q(0)  0  

	 	 ดังนั้น .......................................................  

 2.	 กำาหนดฟังก์ชัน y  f(x) จงพิจารณาฟังก์ชันในแต่ละข้อ

  (1) f(x)  
3x  , x  2
x2   , x  2

   ฟังก์ชัน f เป็น	 (2) f(x)  
x3 , x  2

42x , x  2
   ฟังก์ชัน f เป็น

	 	 	 ฟังก์ชันต่อเนื่องที ่x  2 หรือไม่	 	 ฟังก์ชันต่อเนื่องที ่x  2 หรือไม่

  วิธีทำา f(2)   ..................................  วิธีทำา f(2)  .................................

   lim
x  2

 
f(x)   ..................................  lim

x  2
 
f(x)  .................................

   lim
x  2

 
f(x)   ..................................  lim

x  2
 
f(x)  .................................

   lim
x  2 

 f(x)   ..................................  lim
x  2 

 f(x)  .................................

	 	 ดังนั้น ฟังก์ชัน f .......................................  ดังนั้น ....................................................... 

  ..................................................................  .................................................................. 

		

	 		



แบบฝึกเสริมทักษะ | คณิตศาสตร์เพิ่มเติม ม.6 เล่ม 1108

  (3) f(x)  

1
23x

  ,  x  3

x2
3

  ,  x  3

 ฟังก์ชัน f  (4) f(x)   
9

x
2

        , x  3

4x   , x  3

 ฟังก์ชัน f 

 

   เป็นฟังก์ชันต่อเนื่องที ่x  3 หรือไม่	 	 	 เป็นฟังก์ชันต่อเนื่องที ่x  3 หรือไม่

   วิธีทำา f(3)  ................................   วิธีทำา f(3)   .............................

    lim
x  

3
 f(x)  ................................    lim

x  
3

 f(x)   .............................

    lim
x  

3
 f(x)  ................................    lim

x  
3

 f(x)   .............................

    lim
x  

3
f(x)  ................................    lim

x  
3

f(x)   .............................

   ..................................................................                       f(3) ....... lim
x  3

f(x)

   ..................................................................   ..................................................................

      ..................................................................

  (5) f(x)   
 x2  , x  1

2   , x  1 

 4x2 , x  1

 ฟังก์ชัน f  (6) f(x)   
x

4
x
x

 , x  0

4x , x  0
 ฟังก์ชัน f 

 

   เป็นฟังก์ชันต่อเนื่องที ่x  1 หรือไม่	    เป็นฟังก์ชันต่อเนื่องที ่ x  0  หรือไม่

   วิธีทำา f(1)  ................................   วิธีทำา f(0)   .............................

    lim
x  1

 
 f(x)  ................................    lim

x  0
 
 f(x)   .............................

    lim
x  1

 
 f(x)  ................................       .............................

    lim
x  1 

 f(x)  ................................    lim
x  0

 
 f(x)   .............................

   ..................................................................      .............................

   ..................................................................    lim
x  0 

 f(x)   .............................

                                       f(0) ...... lim
x  0 

 f(x)

      ..................................................................

      ..................................................................
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 (7) f(x)   
1x

2

1x
 , x  1

1 , x  1
ฟังก์ชัน f (8) f(x)   

2x
2
x6

x
2
3x2

 , x  2

7 , x  2

ฟังก์ชัน f 

  เป็นฟังก์ชันต่อเนื่องที ่x  1 หรือไม่	 เป็นฟังก์ชันต่อเนื่องที ่x  2  หรือไม ่

  วิธีทำา f(1)  ..................................  วิธีทำา f(2)  ..................................

    lim
x  

1
f(x)  ..................................   lim

x  2 
 f(x)  ..................................

       ..................................    ..................................

      ..................................    .................................. 

      ..................................     ..................................

      ..................................     ..................................

    f(1)  ...... lim
x  

1
 f(x)   f(2)  ..... lim

x  2 
 f(x)

  ..................................................................  ....................................................................

  ..................................................................  ....................................................................

  (9)  f(x)  
 x5 
x5

 , x  5

1 , x  5

 ฟังก์ชัน f เป็นฟังก์ชันต่อเนื่องที ่x  5 หรือไม่

  

  วิธีทำา f(x)  

x5
x5

 , x  5

(x5)
x5

 , x  5

1 , x  5

  
 1 , x  5
 1 , x  5

   f(5)  ..................................................................................

   lim
x  5

 
f(x)  ..................................................................................

   lim
x  5

 
f(x)  ..................................................................................

   lim
x  5 

 f(x)  ..................................................................................

   ............................................................................................................................................
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  (10) f(x)  
2x1 , x  1

1 , x  1
ฟังก์ชัน f เป็นฟังก์ชันต่อเนื่องที ่x  1 หรือไม่

   วิธีทำา  f(1)  .................................................................................. 

     lim
x  1 

 f(x)  .......................................................................................

    ....................................................................................................................................

    ....................................................................................................................................

     f(1) ...... lim
x  1 

 f(x)

      ....................................................................................................................................

  (11) f(x)   2x1  	ฟังก์ชัน f เป็นฟังก์ชันต่อเนื่องที ่x  1
2

 หรือไม่

   วิธีทำา  f(x)  
2x1 , x   1

2
 

(2x1) , x   1
2

      

     f 1
2

  .................................................................................. 

     lim  
x  2

1
 f(x)  ..................................................................................

       ..................................................................................

     lim  
x  2

1
 f(x)  ..................................................................................

       ..................................................................................

     lim  
x  2

1
 f(x)  ..................................................................................

     .....................................................................................................................................

     .....................................................................................................................................

 

 	

 



 	 	

x
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(12) f(x) 
7x2 , x  2
3x5 , x  2 ฟังก์ชัน f เป็นฟังก์ชันต่อเนื่องที ่x  2 หรือไม่

   วิธีทำา  f(2)  ..................................................................................

     lim
x 2

f(x)  ..................................................................................

     lim
x 2

f(x)  ..................................................................................

     lim
x 2

 f(x)  ..................................................................................

     .....................................................................................................................................

3.	 จงหาค่าของ c ที่ทำาให้ฟังก์ชันที่กำาหนดให้ต่อไปนี้เป็นฟังก์ชันต่อเนื่องบนช่วง (, )

  (1) f(x)  
cx2

3 , x  2

cx2 , x  2
   วิธีทำา เนื่องจากฟังก์ชัน f ต่อเนื่องบนช่วง (, )

	 	 	 	 ดังนั้น	 lim
x 2

 f(x)  f(2)

     c(2)2  c(2)2
3

     2c2  4c3

     .....................................................................................................................................

     .....................................................................................................................................

  (2) f(x)  
c2x , x  1

3cx2 , x  1
   วิธีทำา เนื่องจากฟังก์ชัน f ต่อเนื่องบนช่วง ............................................................................

	 	 	 	 ดังนั้น	 lim
x 1

 f(x)  ..................................................................................

     .....................................................................................................................................

     .....................................................................................................................................

     .....................................................................................................................................

     .....................................................................................................................................

     .....................................................................................................................................

     .....................................................................................................................................

..................................................................................7(2)..................................................................................

..................................................................................(3x....................................................................................................................................................................)....................................................................................................................................................................3(2)..................................................................................

..................................................................................


....................................................................................................................................................................(7x....................................................................................................................................................................)....................................................................................................................................................................7(2)..................................................................................

 .....................................................................................................................................2 .....................................................................................................................................

( ............................................................................( ............................................................................,  ............................................................................,  ............................................................................) ............................................................................) ............................................................................

   	 	 	 	 ดังนั้น	   	 	 	 	 ดังนั้น	 lim   lim  f(x)    f(x)      ..................................................................................f(1)..................................................................................

 .....................................................................................................................................(1) ..................................................................................................................................... .....................................................................................................................................3c(1) .....................................................................................................................................

 .....................................................................................................................................(c ..................................................................................................................................... .....................................................................................................................................1)(c ..................................................................................................................................... .....................................................................................................................................2) .....................................................................................................................................
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 4.	 จงหาค่าของ c และ d ที่ทำาให ้f(x) เป็นฟังก์ชันต่อเนื่องบนช่วง (3, 3)

  f(x)  

2c  , x  3

9x2

4 x2
7

 ,  x    3

d1  , x  3


 

  วิธีทำา เนื่องจากฟังก์ชัน f ต่อเนื่องบนช่วง.....................................................................................

    จาก f(x)  

2c  , x  3

9x2

4 x2
7

 ,  x    3

d1  , x  3


      

	 	 	 พิจารณาฟังก์ชัน f เป็นฟังก์ชันต่อเนื่องที ่x  3

    ดังนั้น lim
x  

3
f(x)  f(3)

     4 32
7   .................................................................................

     c  .................................................................................

	 	 	 พิจารณาฟังก์ชัน f เป็นฟังก์ชันต่อเนื่องที ่x   ...................................................................

    ดังนั้น .................................................................................................................................. 

     .............................................................................................................................................

     .............................................................................................................................................

f(x) 

2c   ..........................................................

4 x2
7   ..........................................................

..................  ..........................................................

 



     

     

	 	 	 	 	

 ขอ้สงัเกต

 
9x2

4 x2
7

  
(9x2)(4 x2

7 )

(4 x2
7 )(4 x2

7 )

    
(9x2)(4 x2

7 )

9x2  

   4 x2
7  
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 5.	 จงหาจำานวนทุกจำานวนที่ทำาให้ฟังก์ชัน  f ต่อเนื่อง

  (1) f(x)  
3x5

2x2
x3

 

   วิธีทำา f(x)  
3x5

(2x3)(x1)

    เนื่องจาก f 3
2

 และ...................หาค่าไม่ได้

    ฟังก์ชัน f ไม่ต่อเนื่องที่ x  ...................... และ x  ......................

    ดังนั้น ฟังก์ชัน f ต่อเนื่องที่  ........................................................................................

  (2) f(x)  2x5x
2

 

   วิธีทำา เนื่องจาก	 2x5  ...............................................................................

     x  ...............................................................................

    ดังนั้น ฟังก์ชัน f ต่อเนื่องที่ ........................................................................................

  (3) f(x)  
x1

x2
1

   วิธีทำา เนื่องจาก	 x2
1  0

     .....................................................................................................................................

     .....................................................................................................................................

	 	 	 	 ดังนั้น........................................................................................................................... 
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 2.3 อนุพันธ์ของฟังก์ชัน

 สัญลักษณ์ท่ีใช้แทนอนุพันธ์ของฟังก์ชัน f ที่ x อาจใช้ dy
dx

 อ่านว่า ดีวายบายดีเอกซ์ หรือใช้ y 

หรือใช ้ d
dx

 f(x) 

 นั่นคือ f(x)  dy
dx

  y  d
dx

 f(x)  lim
h 0  

 
f(xh)f(x)

h

 บทนิยาม  บทนิยาม  บทนิยาม  บทนิยาม  บทนิยาม 

 ถ้า y  f(x) เป็นฟังก์ชัน และ a  Df แล้ว

 (1)  อัตราการเปลี่ยนแปลงเฉลี่ยของ y เทียบกับ x เมื่อค่าของ x เปลี่ยนจาก  a เป็น 

   ah คือ  
f(ah)f(a)

h
  

 (2)  อัตราการเปลี่ยนแปลงของ y เทียบกับ x ขณะ x  a คือ lim
h  0 

 
f(ah)f(a)

h
  

 จุดประสงค์

	 นักเรียนสามารถหาอนุพันธ์ของฟังก์ชันที่กำาหนดให้ได้

 ทักษะและกระบวนการทางคณิตศาสตร์

 1.	การสื่อสารและการสื่อความหมายทางคณิตศาสตร์

 2.	การเชื่อมโยง

 3.	การให้เหตุผล

 4.	การคิดสร้างสรรค์

 บทนิยาม  บทนิยาม  บทนิยาม  บทนิยาม 

 ถ้า y  f(x) เป็นฟังก์ชันท่ีมีโดเมนและเรนจ์เป็นสับเซตของเซตของจำานวนจริง และ  

lim
h  0 

 
f(xh)f(x)

h
 หาค่าได้ แล้วเรียกค่าของลิมิตที่ได้นี้ว่า อนุพันธ์ของฟังก์ชัน	 f	ที่ x 

เขียนแทนด้วย f(x) 

dy
dx

  
y
x
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ตัวอย่าง  กำาหนดให ้y  x2
3 จงหา

  (1)  อัตราการเปลี่ยนแปลงเฉลี่ยของ y เทียบกับ x เมื่อ x เปลี่ยนจาก 2 เป็น 2.2 

  (2)  อัตราการเปลี่ยนแปลงของ y เทียบกับ x ขณะ x  2

วิธีทำา จาก y  x2
3 

 อัตราการเปลี่ยนแปลงเฉลี่ยของ y เทียบกับ x เมื่อ x เปลี่ยนจาก 2 เป็น 2h คือ

     
f(2h)f(2)

h
  

(2h)2
3  22

3

h
 

         
44hh2

343

h
 

         
h(h4)

h
 

         h4

 (1) อัตราการเปลี่ยนแปลงเฉลี่ยของ y เทียบกับ x เมื่อ x เปลี่ยนจาก 2 เป็น 2.2 

  เท่ากับ 0.24  4.2 (h  2.22  0.2) ตอบ

 (2) อัตราการเปลี่ยนแปลงของ y เทียบกับ x ขณะ x  2 เท่ากับ lim
h  0 

 (h4)  04  4 ตอบ

 แบบฝึกหัดที่ 2.3

 1.	 จงหาอนุพันธ์ของฟังก์ชันต่อไปนี้

  (1) f(x)  x

   f(x)  lim
h  0 

 
xh x

h

     lim
h  0 

 
xh x

h 
xh x
xh x

     lim
h  0 

 
( xh)2

( x )2

h( xh x )

     ..............................................................................................................................

     ...............................................................................................................................

     ...............................................................................................................................

     ...............................................................................................................................
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  (2) f(x)  x
1
3 

   f(x)  lim
h  0 

 (xh)
1
3x

1
3

h

     lim
h  0 

 (xh)
1
3x

1
3

h
  (xh)

2
3(xh)

1
3x

1
3x

2
3

(xh)
2
3(xh)

1
3x

1
3x

2
3

     lim
h  0 

 
(xh)

1
3  

3

(x
1
3)3

h (xh)
2
3(xh)

1
3x

1
3 x

2
3

     lim
h  0 

 xhx

h (xh)
2
3(xh)

1
3x

1
3 x

2
3

     ..............................................................................................................................

     ...............................................................................................................................

     ...............................................................................................................................

  (3) f(x)  
1
x2  

   f(x)  lim
h  0 

 h 
(xh)2

1 
x2
1 

     lim
h  0 

 
x2

(xh)2

(xh)2x2h

     lim
h  0 

 x2
(x2

2xhh2)

(xh)2x2h

     lim
h  0 

 2xhh2

(xh)2x2h

     ...............................................................................................................................

     ...............................................................................................................................

     ...............................................................................................................................
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  (4) f(x)  2x3
3  

   f(x)  lim
h  0 

 
[2(xh)3

3](2x3
3)

h

     lim
h  0 

 
[2(x3

3x2h3xh2
h3)3]2x3

3
h

     ...............................................................................................................................

     ...............................................................................................................................

     ...............................................................................................................................

     ...............................................................................................................................

 2.	 กำาหนด A  πr2 เมื่อ A แทนพื้นที่วงกลม และ r เป็นรัศมีของวงกลม

  (1)	 จงหาอัตราการเปลี่ยนแปลงเฉลี่ยของ A เทียบกับ r เมื่อ r เปลี่ยนจาก 7 เซนติเมตร  

	 	 	 เป็น 7.7 เซนติเมตร

   วิธีทำา	 อัตราการเปลี่ยนแปลงเฉลี่ยของ A เทียบกับ r เมื่อ r เปลี่ยนเป็น rh เท่ากับ 

    
f(rh)f(r)

h   
π(rh)2

πr2 
h  

       ......................................................................................................

       ......................................................................................................

       ......................................................................................................

   	 อัตราการเปลี่ยนแปลงเฉลี่ยของ A เทียบกับ r เมื่อ r เปลี่ยนจาก 7 เซนติเมตร  

	 	 	 	 เป็น 7.7 เซนติเมตร เท่ากับ

    [2(7)0.7]π	 	 ตารางเซนติเมตรต่อเซนติเมตร

     ......................................................	 ตารางเซนติเมตรต่อเซนติเมตร

  (2)	 จงหาอัตราการเปลี่ยนแปลงของ A เทียบกับ r ขณะ r ใดๆ

   วิธีทำา	 อัตราการเปลี่ยนแปลงของ A เทียบกับ r ขณะ r ใดๆ

    lim
h  0 

 (2rh)π

	 	 	   ...................................................... (ความยาวของเส้นรอบวงของวงกลม)

	 	 	 	 อัตราการเปลี่ยนแปลงของ A เทียบกับ r ขณะ r  7 เซนติเมตร

     ...................................................... ตารางเซนติเมตรต่อเซนติเมตร

     ......................................................	 ตารางเซนติเมตรต่อเซนติเมตร
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 3.	 จงหา

  (1)	 อัตราการเปลี่ยนแปลงเฉลี่ยของพื้นที่รูปสี่เหลี่ยมจัตุรัสเทียบกับความยาวของด้านเมื่อ 

	 	 	 ความยาวของด้านเปลี่ยนจาก 10 เซนติเมตร เป็น 10.2 เซนติเมตร

   วิธีทำา	 ให ้ A  แทนพื้นที่ของรูปสี่เหลี่ยมจัตุรัสยาวด้านละ x เซนติเมตร

	 	 	 	 ดังนั้น	 A  x2

	 	 	 	 อัตราการเปลี่ยนแปลงเฉลี่ยของ A เทียบกับ x เมื่อ x เปลี่ยนเป็น xh เท่ากับ

    
(xh)2

x2

h    ........................................................................................................

         ........................................................................................................

	 	 	 	 อัตราการเปลี่ยนแปลงเฉลี่ยของพื้นที่รูปสี่เหลี่ยมจัตุรัสเทียบกับความยาวของ 

	 	 	 	 ด้านในช่วง 10 เซนติเมตร ถึง 10.2 เซนติเมตร เท่ากับ .............................................

	 	 	 	 ตารางเซนติเมตรต่อเซนติเมตร

  (2)	 อัตราการเปลี่ยนแปลงของ A เทียบกับ x ขณะ x ใดๆ

   วิธีทำา	 อัตราการเปลี่ยนแปลงของ A เทียบกับ x ขณะ x ใดๆ เท่ากับ

    lim
h  0 

 (2xh)  2x

	 	 	 	 อัตราการเปลี่ยนแปลงของพื้นที่รูปสี่เหลี่ยมจัตุรัสเทียบกับความยาวด้าน ขณะ 

	 	 	 	 ด้านยาว 10 เซนติเมตร เท่ากับ................................ตารางเซนติเมตรต่อเซนติเมตร

		 การหาอัตราการเปลี่ยนแปลงเฉลี่ยสามารถหาได้จาก	

 
(10.2)2

102

0.2   
104.04100

0.2   20.2

 ขอ้สงัเกต
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 4.	 จงหา

  (1)	 อัตราการเปลี่ยนแปลงเฉล่ียของพื้นที่รูปสามเหลี่ยมด้านเท่าเทียบกับความยาวของด้าน  

	 	 	 เมื่อความยาวของด้านเปลี่ยนจาก 4 เซนติเมตร เป็น 4.4 เซนติเมตร

   วิธีทำา	 ให ้A  
4
3 x2 แทนพื้นที่ของรูปสามเหลี่ยมด้านเท่ายาวด้านละ x เซนติเมตร

	 	 	 	 อัตราการเปลี่ยนแปลงเฉลี่ยของ A เทียบกับ x เมื่อ x เปลี่ยนจาก x เป็น xh

	 	 	 	 เท่ากับ 4
3  (xh)2


 

4
3 x2 

h

       ..................................................................................................................

       ..................................................................................................................

	 	 	 	 อัตราการเปลี่ยนแปลงเฉลี่ยของพ้ืนท่ีรูปสามเหลี่ยมด้านเท่าเทียบกับความยาว 

	 	 	 	 ของด้านในช่วง 4 ถึง 4.4 เซนติเมตร เท่ากับ .............................................................. 

	 	 	 	 ตารางเซนติเมตรต่อเซนติเมตร

  (2)	 อัตราการเปลี่ยนแปลงของพื้นที่รูปสามเหลี่ยมด้านเท่าเทียบกับความยาวของด้าน  

	 	 	 ขณะด้านยาว 4 เซนติเมตร

   วิธีทำา	 อัตราการเปลี่ยนแปลงของ A เทียบกับ x ขณะ x ใดๆ เท่ากับ

  ....................................................................................................................................

	 	 	 	 อตัราการเปลีย่นแปลงของพืน้ทีรู่ปสามเหลีย่มดา้นเทา่เทยีบกบัความยาวของด้าน	

	 	 	 	 ขณะด้านยาว 4 เซนติเมตร เท่ากับ

    ................................................................................ ตารางเซนติเมตรต่อเซนติเมตร

	 	 ตรวจสอบอตัราการเปล่ียนแปลงเฉลีย่ของ A เทยีบกบั x ในชว่ง 4 ถงึ 4.4 เซนตเิมตร

  ....................................................................................................................................
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 5.	 จงหา

  (1)	 อัตราการเปลี่ยนแปลงเฉลี่ยของปริมาตรทรงกลมเทียบกับรัศมี เมื่อรัศมีเปลี่ยนจาก r  

	 	 	 เป็น rh

   วิธีทำา	 ให ้V  4
3

 πr3 แทนปริมาตรทรงกลมรัศม ีr เซนติเมตร

    อัตราการเปลี่ยนแปลงเฉลี่ยของ V เทียบกับ r เมื่อ r เปลี่ยนเป็น rh เท่ากับ

      

4
3
π(rh)3


4
3
πr3

h

        .................................................................................................................

        ..................................................................................................................

  (2)	 อัตราการเปลี่ยนแปลงของปริมาตรทรงกลมเทียบกับรัศม ีขณะรัศมียาว r เซนติเมตร

   วิธีทำา	 อัตราการเปลี่ยนแปลงของ V เทียบกับ r ขณะ r ใดๆ เท่ากับ

       lim
h  0

...........................................................................................................

       .................................................................................................................. 

       ........................................................... ลกูบาศกเ์ซนติเมตรต่อเซนติเมตร

 

		 อัตราการเปลี่ยนแปลงของปริมาตรทรงกลมเทียบกับรัศมีเท่ากับ

 ......................................................................................................... 

 ขอ้สงัเกต
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 6.	 กำาหนด V  1 
3
πr2h แทนปริมาตรกรวยสูง h เซนติเมตร และรัศมีฐานยาว r เซนติเมตร  

	 	 จงหาอัตราการเปลี่ยนแปลงของ V เทียบกับ r เมื่อ h คงตัว

  วิธีทำา	 อัตราการเปลี่ยนแปลงของ V เทียบกับ r เมื่อ h คงตัว เท่ากับ

     lim
d  0 

1
3
	π(rd)2h

1
3
	πr2h

d
 

         ..................................................................................................................

        ...................................................................................................................

        ...................................................................................................................

        ...................................................................................................................

 7.	 จงหาอตัราการเปลีย่นแปลงเฉลีย่ของปรมิาตรลกูบาศกเ์ทยีบกบัความยาวของดา้น เมือ่ความยาว 

	 	 ของด้านเปลี่ยนจาก 10 เป็น 12 เซนติเมตร

  วิธีทำา	 ให ้V  x3 แทนปริมาตรลูกบาศก์ยาวด้านละ x เซนติเมตร

	 	 	 	 อัตราการเปลี่ยนแปลงเฉลี่ยของ V เทียบกับ x เมื่อ x เปลี่ยนจาก 10 เป็น 12 เซนติเมตร  

	 	 	 	 เท่ากับ (xh)3
x3

h

       ..................................................................................................................

       ..................................................................................................................

       ..................................................................................................................

	 	 	 	 ดังนั้น  อัตราการเปลี่ยนแปลงเฉลี่ยของปริมาตรของลูกบาศก์เทียบกับความยาวของ 

	 	 	 	 ด้านในช่วง 10 ถึง 12 เซนติเมตร เท่ากับ ................ ลูกบาศก์เซนติเมตรต่อเซนติเมตร
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 8.	 ให ้y   1
x2   จงหาอัตราการเปลี่ยนแปลงเฉลี่ยของ y เทียบกับ x เมื่อ x เปลี่ยนจาก 4 เป็น 5 และ 

	 	 อัตราการเปลี่ยนแปลงของ y เทียบกับ x ขณะ x  4

  วิธีทำา	 อัตราการเปลี่ยนแปลงเฉลี่ยของ y เทียบกับ x ในช่วง x ถึง xh เท่ากับ

 

      h

1
(xh)2

1
x2

       
x2

(xh)2 

(xh)2x2h
 

       ..................................................................................................................

       ..................................................................................................................

	 	 อัตราการเปลี่ยนแปลงเฉลี่ยของ y เทียบกับ x เมื่อ x เปลี่ยนจาก 4 เป็น 5 เท่ากับ

  ...........................................................................................................................................

	 	 อัตราการเปลี่ยนแปลงของ y เทียบกับ x ขณะ x ใดๆ 

	 	 เท่ากับ lim
h  0 

f(xh)f(x)
h

       ..................................................................................................................

       ..................................................................................................................

       ..................................................................................................................

	 	 อัตราการเปลี่ยนแปลงของ y เทียบกับ x ขณะ x  4 เท่ากับ............................................ 
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 2.4 ก�รห�อนุพันธ์ของฟังก์ชันพีชคณิต 
   โดยใช้สูตร

 จุดประสงค์

	 นักเรียนสามารถหาอนุพันธ์ของฟังก์ชันพีชคณิตโดยใช้สูตรได้

 ทักษะและกระบวนการทางคณิตศาสตร์

 1.	การแก้ปัญหา

 2.	การสื่อสารและการสื่อความหมายทางคณิตศาสตร์

 3.	การเชื่อมโยง

 4.	การให้เหตุผล

 5.	การคิดสร้างสรรค์

 

 

สูตรที ่1  ถ้า f(x)  c เมื่อ c เป็นค่าคงตัว แล้ว f(x)  0

 เช่น 1. y    7 ดังนั้น dy
dx

    d
dx

(7)    0

   2. y    3
2

 ดังนั้น dy
dx

    d
dx


3
2     0

 

สูตรที ่2  ถ้า f(x)  x แล้ว f(x)  1

 เช่น y    x ดังนั้น dy
dx

    dx
dx

    1

 

สูตรที ่3  ถ้า f(x)  xn เมื่อ n ป็นค่าคงตัว แล้ว f(x)  nxn1

 เช่น 1. y   x5 ดังนั้น dy
dx

    d
dx

(x5)    5x4

   2. y    
1 

x3  ดังนั้น dy
dx

    d
dx

(x3)    3x4    
3

x4

   3. y    x
1
3 ดังนั้น dy

dx
    d

dx
(x

1
3)    1

3
x

_2
3
  2

3

1

3x
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สูตรที ่4  ถ้า f และ g หาอนุพันธ์ได้ที่ x แล้ว

  (fg)(x)  f(x)g(x)

 เช่น   y  x2
x4

     dy
dx

  
d

dx
(x2

x4)

       

       

 

สูตรที ่5  ถ้า f และ g หาอนุพันธ์ได้ที่ x แล้ว

  (fg)(x)  f(x)g(x)

 เช่น   y  xx6

     dy
dx

  
d

dx
(xx6)

       

       

 

สูตรที ่6  ถ้า c เป็นค่าคงตัว และ f หาอนุพันธ์ได้ที ่x แล้ว

  (cf)(x)    c(f(x))

 

 เช่น   y  x3

3
2x2

x

     dy
dx

  
d

dx
x3

3
2x2

x
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สูตรที ่7  ถ้า f และ g หาอนุพันธ์ได้ที่ x แล้ว

  (fg)(x)    f(x)g(x)f(x)g(x)

 เช่น   y  (x3
3x2) x4

4
5

     dy
dx

  
d

dx (x3
3x2) x4

4
5  

       

       

       

       

       

  

สูตรที่ 8  ถ้า f และ g หาอนุพันธ์ได้ที ่x แล้ว

    f
g


(x)    

g(x)f(x)f(x)g(x) 

(g(x))2
 

 

 เช่น   y  
2x1
2x1

     dy
dx
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 แบบฝึกหัดที่ 2.4

 1.	 จงหาอนุพันธ์ของฟังก์ชันต่อไปนี้

  (1) y  12  (2) y  π 

   dy
dx

  
d
dx

 (12)   dy
dx

  
d
dx

 (π)

     ................................................    ......................................................

  (3) y  x3   (4) y   

     x
1
3     x

_1
2 

   dy
dx

  
d
dx

 x
1
3    dy

dx
  

d
dx

 
x

_1
2

     x
1
3

11
3      


1
2

1
x

1
2

     ................................................    ......................................................

     ................................................    ...................................................... 

     

ช่วยจำา 1.   y  pq

	 	 	 จะได้	
dy
dx

  p 
d
dx

 (q)q 
d
dx

 (p)

 2.   y  
p
q

, q  0 

	 	 	 จะได้	
dy
dx

  
q

d
dx

(p)p
d
dx

(q)

q2

x
1
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  (5) y  2
3

 x3  (6) y  6

x2

   dy
dx

  
d
dx

 2
3

x3      6x2
 

     
2
3

 d
dx (x3)   dy

dx
  

d
dx

 (6x2)

     ..............................................     6 d
dx

 (x2)

     ..............................................     .....................................................

          .....................................................

  (7) y  xx2  (8) y  x3
x

   dy
dx

  
d
dx

 (xx2)   dy
dx

  .....................................................

     
d
dx

 (x) d
dx

 (x2)     .....................................................

     ..............................................     .....................................................

  (9) y  
1
x


1

x2   (10) y  x
2


2
x

     x1
x2     

1
2

x2x1
 

   dy
dx

  
d
dx

 (x1
x2)   dy

dx
  

d
dx

 1
2

x2x1

     
d
dx

 (x1) d
dx

 (x2)     
1
2

 
d
dx

 (x)2 d
dx

 (x1)

     ..............................................     .....................................................

     ..............................................     .....................................................

  (11) y  4x2
5  (12) y  1

1
2

x2

   dy
dx

  
d
dx

 (4x2
5)   dy

dx
  

d
dx

 1
1
2

x2
 

     4 d
dx

 (x2) d
dx

 (5)     
d
dx

 (1)1
2

 
d
dx (x

2)

     ..............................................     .....................................................

     ..............................................     .....................................................
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 (13)  y  (2x1)2  (14) y  (x2)3

     4x2
4x1     ...................................................... 

   dy
dx

  
d
dx

 (4x2
4x1)   dy

dx
  ......................................................

     4 d
dx

 (x2)4 d
dx

 (x) d
dx

 (1)     ......................................................

     ..............................................     .....................................................

     ..............................................     .....................................................

 (15)  y  (x2)(2x3)  (16) y  (3x2)(3x2)

     2x2
x6     ...................................................... 

   dy
dx

  ...............................................   dy
dx

   ......................................................

     ...............................................     ......................................................

     ...............................................     ......................................................

     ...............................................     ......................................................

 (17)  y  2x
1

2 x
  (18) y  x2

2x3

x2

     2x
1
2 x


1
21

2
     

x2

x2 
2x

x2 
3

x2

   dy
dx

  2 d
dx

x
1
2


1
2

 
d
dx

x


1
2       12x1

3x2

     ...............................................   dy
dx

  ......................................................

     ...............................................     ......................................................

          ......................................................

 (19)  y  x( xx)  (20) y  x3( xx2)

     x
3
2x2     ...................................................... 

   dy
dx

  
d
dx

 x
3
2

 
d
dx

(x2)    dy
dx  ......................................................

     ...............................................     ......................................................
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  (21) y  x 10
1

x2    (22) y  x
x

1 2

     10xx1     ( x)2
2( x)

x
1


x

1 2

   dy
dx

  ..............................................     x2x1

     ...............................................   dy
dx

  ......................................................

     ...............................................     ......................................................

          ......................................................

  (23) y  2x3
3x2  

   dy
dx

  

(3x2) d
dx

(2x3)(2x3) d
dx

(3x2)

(3x2)2

      .......................................................................................................................................

      .......................................................................................................................................

      .......................................................................................................................................

  (24) y  (x7
x)(x4

x3) 

   dy
dx

  (x7
x) d

dx
(x4

x3)(x4
x3) d

dx
(x7

x)

      .......................................................................................................................................

      .......................................................................................................................................

  (25) y  4x1

x2
5

 

   dy
dx

  .......................................................................................................................................

     .......................................................................................................................................

     .......................................................................................................................................

     .......................................................................................................................................

2
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 2.	 จงหาอนุพันธ์ของฟังก์ชันต่อไปนี ้ณ จุดที่กำาหนดให้

  (1) f(x)  3x
4
3

x3

1
 ที่ x  1

     3x
4
3x


1
3 

   f(x)  .............................................................................................................................

     .............................................................................................................................

     .............................................................................................................................

   f(x)  .............................................................................................................................

     .............................................................................................................................

     .............................................................................................................................

  (2) f(x)  x2
3

x4
 ที่ x 3 

   f(x)  .............................................................................................................................

     .............................................................................................................................

     .............................................................................................................................

     .............................................................................................................................

   f(3)  .............................................................................................................................

     .............................................................................................................................

     .............................................................................................................................
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 3.	 วัตถุชนิดหนึ่งเคลื่อนที่ตามสมการ s  2t23t4 เมื่อ s เป็นระยะทางมีหน่วยเป็นเมตร 

  t เป็นเวลามีหน่วยเป็นวินาท ีจงหาความเร็วของวัตถุในขณะ t  10 วินาที 

  วิธีทำา s  2t23t4

   ds
dt

  d
dt

 (2t23t4)

   ...........................................................................................................................................................

   ...........................................................................................................................................................

	 	 ดังนั้น ความเร็วของวัตถุขณะเวลา t ใด	ๆ  เท่ากับ .................................................... เมตรต่อวินาที

	 	 ความเร็วของวัตถุขณะ t  10 วินาท ีเท่ากับ ............................................................ เมตรต่อวินาที

 4.	 ถ้า b เป็นจำานวนจริงที่ทำาให ้ f(x)  
1x2 ,   x  1

xb , 1  x  

	 	 เป็นฟังก์ชันต่อเนื่องที่จุด x  1 จงหาอนุพันธ์ของฟังก์ชัน f ที่จุด x  b

  วิธีทำา  จาก	 f(x)  
1x2 ,   x  1

xb , 1  x  

	 	 	 เนื่องจาก f(x) เป็นฟังก์ชันต่อเนื่องที ่x  1

	 	 	 ดังนั้น lim
x  1

 
f(x)  ...............................................................................

    112  ...............................................................................

    b  ...............................................................................

	 	 	 	 หาอนุพันธ์ของ f(x) ที่จุด x   ...............................................................................

    f(x)  ...............................................................................

    f(..........)  ...............................................................................

 5.	 กำาหนดให ้f เป็นฟังก์ชันที่หาอนุพันธ์ได ้โดยที ่f(1)  2 และ f(1)  5 

	 	 ถ้า y  (x3
2x2)f(x) แล้ว  dy

dx
 ที่จุด x  1 มีค่าเท่าไร

  วิธีทำา  จาก	 y    (x3
2x2)f(x)

    dy
dx

    ...............................................................................

       ...............................................................................

   ที่ x  1;  dy
dx

    ...............................................................................

       ...............................................................................

       ...............................................................................

       ...............................................................................

      ...............................................................................
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 2.5 อนุพันธ์ของฟังก์ชันประกอบ

 สูตรการหาอนุพันธ์ของฟังก์ชันประกอบ เรียกว่า กฎลูกโซ่ (chain	rule)
 

 สูตร ถ้าฟังก์ชัน f หาอนุพันธ์ได้ที่ x และฟังก์ชัน g หาอนุพันธ์ได้ที ่f(x) แล้วฟังก์ชัน g  f 

   หาอนุพันธ์ได้ที ่x และ (g  f)(x)  g(f(x))f(x)

 จากสูตร ถ้า u  f(x), y  g(u)  g(f(x)) และ dy
du

, du
dx

  หาค่าได้แล้ว

 
dy
dx 

  
dy
du

  du
dx

  

ตัวอย่างที ่1   กำาหนดให ้ y  (3x2
1)4 จงหา dy

dx
 

วิธีทำา    ให้ u  

    จะได้ y  

      dy
du

  

    และ  du
dx

  

    ดังนั้น dy
dx

  

       

       

       ตอบ

 จุดประสงค์

	 นักเรียนสามารถหาอนุพันธ์ของฟังก์ชันประกอบได้

 ทักษะและกระบวนการทางคณิตศาสตร์

 1.	การแก้ปัญหา

 2.	การสื่อสารและการสื่อความหมายทางคณิตศาสตร์

 3.	การเชื่อมโยง

 4.	การให้เหตุผล

 5.	การคิดสร้างสรรค์
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 เพื่อความสะดวกในการหาฟังก์ชันประกอบ สามารถหาได้จากสูตร

 y  un

dy
dx

  nun1du
dx

 จากตัวอย่าง y  (3x2
1)4

     
dy
dx

  

       

       

ตัวอย่างที ่2   กำาหนดให ้y  
1

(2xx3)2  จงหา 
dy
dx

 

วิธีทำา    จาก y   
1

(2xx3)2  

     y  

     dy
dx

   

       

       ตอบ

 แบบฝึกหัดที่ 2.5

 1.	 จงหาอนุพันธ์ของฟังก์ชันต่อไปนี้

  (1) y  (2x3)5  (2) y  (5 4x3)4

   dy
dx

  5(2x3)4 d
dx

(2x3)   dy
dx

  4(54x3)3 d
dx

(54x3)

     5(2x3)4(2)     ..................................................

     ..................................................    ..................................................
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  (3) y  58x  (4) y  x2
3x43

     
1
2(58x)      

1
3(x2

3x4)

   
dy
dx  

1
2

 (58x)


1
2  

d
dx(58x)   

dy
dx  ..................................................

     
1
2

 (58x)


1
2 (8)     ..................................................

     4(58x)


1
2      ..................................................

     ..................................................    ..................................................

     ..................................................

  (5) y  
1

2x2
3x4

   (6) y  
1

(3x5)2 

     (2x2
3x4)1     (3x5)2

   dy
dx  1(2x2

3x4)2 
d
dx(2x2

3x4)  
dy
dx  2(3x5)3 

d
dx(3x5)

     ..................................................    ..................................................

     ..................................................    ..................................................

  (7) y  1

4x2
1

 .................................... (8) y  1

15x23

     (4x2
1)


1
2      ..................................................

   
dy
dx  ..................................................  

dy
dx  ..................................................

     ..................................................    ..................................................

     ..................................................    ..................................................
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  (9) y  
1

(x2
x1)5    (10) y  

x 
1
x

 
4

5

      ..................................................    ..................................................

 
  

dy
dx   ..................................................  

dy
dx  ..................................................

     ..................................................    ..................................................

     ..................................................    ..................................................

           ..................................................

 2.	 จงหาอนุพันธ์ของฟังก์ชันต่อไปนี้

  (1) y   (x5)4(x2
1)3

   
วิธีทำา 

dy
dx  (x5)4 d

dx(x2
1)3

(x2
1)3 d

dx(x5)4 

      (x5)4 3(x2
1)2 d

dx(x2
1) ................................................................. 

     
 (x5)4 [3(x2

1)2(2x)] ........................................................................

      ................................................................................................................

     
 6x(x5)4 (x2

1)2 
 ...............................................................................

      ................................................................................................................

      ................................................................................................................

      ................................................................................................................
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  (2) y    
x1
x1

   
วิธีทำา y  

x1
x1

1
2
 

    
dy
dx  

1
2

 x1
x1


1
2 d

dx x1
x1

     
 

1
2

 x1
x1


1
2 (x1)

d
dx(x1)(x1)

d
dx(x1)

(x1)2

     
 

1
2

 x1
x1


1
2

 ............................................................................................

     
 ................................................................................................................

     
 ................................................................................................................

     
 ................................................................................................................

 
 (3) y     (1x)4(1x)5

   
วิธีทำา 

dy
dx  ................................................................................................................

      ................................................................................................................ 
     

 ................................................................................................................

     
 ................................................................................................................

      ................................................................................................................

      ................................................................................................................

      ................................................................................................................

      ................................................................................................................
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  (4) y    
2x1
12x

 

4

   
วิธีทำา 

dy
dx  ................................................................................................................

    
 

 ................................................................................................................

     
 ................................................................................................................

     
 ................................................................................................................

     
 ................................................................................................................

     
 ................................................................................................................

 
2x1
12x   

2x1
(2x1)  1 เป็นค่าคงตัว	ดังนั้น	

d
dx (1)  0

 ขอ้สงัเกต

 3.	 	จงหาอนุพันธ์ของฟังก์ชัน f(x)  x2
1x3 ที่ x  2 และหาอนุพันธ์ของฟังก์ชันไม่ได้ที่จุดใด

  วิธีทำา f(x)  x2
1x3

     .........................................................................................................................

   f(x)  .........................................................................................................................

   .................................................................................................................................................

   .................................................................................................................................................

   .................................................................................................................................................	  
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   .................................................................................................................................................

   .................................................................................................................................................

   .................................................................................................................................................

   .................................................................................................................................................

  หาอนุพันธ์ของ f(x) ไม่ได้เมื่อ  ................................................................................................

   .................................................................................................................................................

   .................................................................................................................................................

 4.	 กำาหนดให ้g(x)  [f(x)]4 ถ้า f(1)  2 และ f(1)  5
2

 จงหาค่าของ g(1)

  วิธีทำา	 	จาก		 g(x)  [f(x)]4

       g(x)  ........................................................................................................

       g(1)  ........................................................................................................

         ........................................................................................................

         ........................................................................................................

         ........................................................................................................ 

 5. กำาหนดให ้f(x)   
x

x2 2

2

-
 และ g(x)   x1 3-  จงหา F(–1) เมื่อ F(x)  f(g(x))

 วิธีทำา F(x)  f(g(x))

    f( x1 3- )

    f (1–3x)
1
2

    
[(13x)

1
2 ]2

2[(13x)
1
2 ]2

    .........................................................................................................

      ........................................................................................................
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 F(x)  ........................................................................................................

   .........................................................................................................................................................

   .........................................................................................................................................................

   .........................................................................................................................................................

   .........................................................................................................................................................

   .........................................................................................................................................................

   .........................................................................................................................................................

 6.	 กำาหนดให ้g(3)  5, g(3)  4, f(3)  7, f(5)  6, g(7)  8 และ f(3)  9

 (1)	 ถ้า F(x)    f(g(x)) จงหา F(3) 

  วิธีทำา จาก	 F(x)    f(g(x))

    F(x)    f(g(x))g(x)

    F(3)    f(g(3))g(3)

       .........................................................................................

      .........................................................................................

      .........................................................................................

 (2)	 ถ้า F(x)    g(f(x)) จงหา F(3) 

  วิธีทำา	 จาก	 F(x)    g(f(x))

    F(x)    g(f(x))f(x)

    F(3)    .........................................................................................

       .........................................................................................

      .........................................................................................

      .........................................................................................

=

=

=
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 7.	 กำาหนดให ้f(x)  x2
6xc โดยที ่c เป็นจำานวนจริง ถ้า a และ b เป็นคำาตอบของสมการ f(x)  0  

	 	 และ 3a2b  20 แล้ว f(c) มีค่าเท่าไร 

 วิธีทำา	 จาก	 f(x)  x2
6xc     .....(1)

   f(x)  ............................................................................................

   a และ b เป็นคำาตอบของสมการ f(x)  0

	 ดังนั้น           (xa)(xb)    0

   x2
(ab)x..........   ............................................................................ .....(2)

	 	 	 จาก (1) และ (2) โดยการเทียบสัมประสิทธิ์จะได้
  ab  .................................................... .....(3)

  ab  .................................................... .....(4)

	 จากกำาหนด 3a2b  20    .....(5)

 (3)2; 2a..........  .................................................... .....(6)

 (5)(6); a  ....................................................

	 แทนค่า a ใน (3); b  ....................................................

	 แทนค่า a และ b ใน (4); c  ....................................................

	 จาก f(x)  2x6 จะได ้ f(c)   ....................................................

  .............................................................................................................................  

  .............................................................................................................................  

 8.	 กำาหนดให ้f(x)  x2
2|x| และ g(x)  x2

1 จงหา (g  f)(3)(f  g)(3)

  วิธีทำา (g  f)(x)  g(f(x))

     g(x2
2|x|)

     (x2
2|x|)2

1

   (g  f)(x)  ............................................................................................................

     ............................................................................................................

   (g  f)(3)  ............................................................................................................

     ............................................................................................................

   (f  g)(x)  f(g(x))

     f(x2
1)

     ............................................................................................................

   (f  g)(x)  ............................................................................................................

     ............................................................................................................

     ............................................................................................................

   (f  g)(3)  ............................................................................................................

     ............................................................................................................

	 	 	ดังนั้น (g  f)(3)(f  g)(3)  ....................................................................................................... 
      .......................................................................................................
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 2.6 เส้นสัมผัสเส้นโค้ง

 ให ้y  f(x) เป็นสมการเส้นโค้ง 

 P(a, b) และ Q(ah, bk) เป็นจุดบนเส้นโค้ง โดยที ่h  0

 

 ส่วนของเส้นตรง PQ เป็นเส้นตัดกราฟ

 ความชัน PQ  เท่ากับ 
( )
( )
a h a
b k b k

h+ -
+ -

=  

 เนื่องจาก f(a)  b และ f(ah)  bk

 ดังนั้น  ความชัน PQ  เท่ากับ 
( ) ( )

h
f a h f a+ -

 นั่นคือ 
( ) ( )

h
k

h
f a h f a

=
+ -

 

 จุดประสงค์

 นักเรียนสามารถหาความชันของเส้นโค้งและสมการเส้นสัมผัสเส้นโค้งได้
 ทักษะและกระบวนการทางคณิตศาสตร์
 1.	การแก้ปัญหา
 2.	การสื่อสารและการสื่อความหมายทางคณิตศาสตร์
 3.	การเชื่อมโยง
 4.	การให้เหตุผล
 5.	การคิดสร้างสรรค์

X

Y

bk

a ah

P(a, b)

Q(ah, bk)

b   

0

 บทนิยาม  บทนิยาม  บทนิยาม  บทนิยาม 

 ถ้า y  f(x) เป็นสมการของเส้นโค้ง เส้นสัมผัสเส้นโค้งที่จุด P(x, y) ใดๆ จะเป็นเส้นตรง

ที่ผ่านจุด P และมีความชันเท่ากับ lim
h  0 

 
( ) ( )

h
f x h f x+ -

  (ถ้าลิมิตหาค่าได)้

 ความชันของเส้นโค้ง ณ จุด P(x, y) หมายถึง ความชันของเส้นสัมผัสเส้นโค้ง ณ จุด P
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ตัวอย่าง  ถ้า y  xx2 เป็นสมการเส้นโค้ง จงหา

  (1)  ความชันของเส้นโค้งที่จุด (2, 2)

  (2)  สมการของเส้นสัมผัสเส้นโค้งที่จุด (2, 2)

วิธีทำา  (1)  ให ้f(x)  xx2

    ความชันของเส้นโค้งที่จุด (2, 2) เท่ากับ

    lim
h  0 

( ) ( )
h

f h f2 2+ -

     lim
h  0 

( ) ( ) ( )
h

h h2 2 2 22 2
+ - + - -: D

     lim
h  0 

( ) ( ) ( )
h

h h h2 4 4 2 42
+ - + + - -: D

     lim
h  0 h

h h h2 4 4 2 42
+ - - - - +

     lim
h  0 h

h h3 2
- -

     lim
h  0 

(3h)

     3

    ดังนั้น ความชันของเส้นโค้งที่จุด (2, 2) เท่ากับ 3    ตอบ

  (2)  สมการของเส้นตรงที่ผ่านจุด (x1, y1)และมีความชันเท่ากับ m คือ

yy1    m(xx1) 

 

    เส้นสัมผัสเส้นโค้งที่จุด (2, 2) คือเส้นตรงที่ผ่านจุด (2, 2) และมีความชันเท่ากับ 3

    ดังนั้น สมการของเส้นสัมผัสเส้นโค้งที่จุด (2, 2) คือ

  y(2)  3(x2)

 y2  3x6

  3xy4  0      ตอบ
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 แบบฝึกหัดที่ 2.6

 1.	 จงหาความชันของเส้นโค้ง ณ จุดที่กำาหนดให ้และหาสมการของเส้นสัมผัสเส้นโค้ง ณ จุดนั้น

  (1) y  x3 ที่จุด (2, 8)

   วิธีทำา	 ให ้f(x)  x3

	 	 	 	 ความชันของเส้นโค้งที่จุด (2, 8) เท่ากับ	

    lim
h  0 

( ) ( )
h

f h f2 2+ -

       lim
h  0 

( )
h
h2 23 3
+ -

       lim
h  0 

( ( ) ( ) )
h

h h h2 3 2 3 2 23 2 2 3 3
+ + + -

       ...............................................................................................................................

      ................................................................................................................................

      ................................................................................................................................

	 	 	 	 ดังนั้น ความชันของเส้นโค้งที่จุด (2, 8) เท่ากับ  ..........................................................

	 	 	 	 สมการของเส้นสัมผัสเส้นโค้งที่จุด (2, 8) และมีความชันเท่ากับ  ...............................

	 	 	 	 คือ  y8  ......................................................................

    ......................................................................................................................................

    ......................................................................................................................................

  (2) y  
x

1
2  ที่จุด (1, 1)

   วิธีทำา	 ให ้f(x)  
x

1
2  

	 	 	 	 ความชันของเส้นโค้งที่จุด (1, 1) เท่ากับ

    lim
h  0 

( ) ( )
h

f h f1 1- + - -

      lim
h  0 

( ) ( )
h

h1

1

1

1
2 2

- +
-
-

      lim
h  0 h

h h1 2

1
12

- +
-

      lim
h  0 ( )

( )

h h h

h h

1 2

1 1 2
2

2

- +

- - +
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      ................................................................................................................................

      ................................................................................................................................

    ดังนั้น ความชันของเส้นโค้งที่จุด (1, 1) เท่ากับ  .......................................................

	 	 	 	 สมการของเส้นสัมผัสเส้นโค้งที่จุด (1, 1) และมีความชันเท่ากับ  ............................

	 	 	 	 คือ  ................................................................................................................................

    ......................................................................................................................................

    ......................................................................................................................................

    ......................................................................................................................................

  (3) y  x 1+  ที่จุด x  3

   วิธีทำา	 ให ้f(x)  x 1+

        f(3)  3 1+    ........................................................................................................ 

	 	 	 	 จุดสัมผัสบนเส้นโค้งคือ ...............................................................................................

	 	 	 	 ความชันของเส้นโค้งที่จุด x  3 เท่ากับ

    lim
h  0 

 
( ) ( )

h
f h f3 3+ -

      lim
h  0 

 
( )

h
h3 1 3 1+ + - +

      lim
h  0 

 
h
h4 2+ -

      lim
h  0 

 
h
h

4 2+ -


h
h

4 2
4 2
+ +

+ +

      ...............................................................................................................................

      ...............................................................................................................................

      ...............................................................................................................................

     .................................................................................................................................

     ................................................................................................................................

	 	 	 	 ดังนั้น ความชันของเส้นโค้งที่จุด (3, ..........) เท่ากับ ...................................................

	 	 	 	 สมการของเส้นสัมผัสเส้นโค้งที่จุด (.........., ..........) และมีความชันเท่ากับ ................

      

      

       

          

lim
h  0 

h h

h

4 2

4 2
2 2

+ +

+ -b

b

l

l
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	 	 	 	 คือ  ................................................................................................................................

    ......................................................................................................................................

    ......................................................................................................................................

    ......................................................................................................................................

 (4) y  
x 1
4
+

 ที่จุด x  2

   วิธีทำา	 ให ้f(x)  
x 1
4
+

             f(2)  
1

4
2 +

 ........................................................................................................... 

	 	 	 	 จุดสัมผัสบนเส้นโค้งคือ ...............................................................................................

	 	 	 	 ความชันของเส้นโค้งที่จุด x  2 เท่ากับ

    lim
h  0 

 
( ) ( )

h
f h f2 2+ -

     ................................................................................................................................

      ................................................................................................................................

      ................................................................................................................................

      ................................................................................................................................

      ................................................................................................................................

     ................................................................................................................................

	 	 	 	 ดังนั้น ความชันของเส้นโค้งที่จุด ............... เท่ากับ.....................................................

	 	 	 	 สมการของเส้นสัมผัสเส้นโค้งที่จุด ............... และมีความชันเท่ากับ ..........................

	 	 	 	 คือ  ................................................................................................................................

    ......................................................................................................................................

    ......................................................................................................................................

    ......................................................................................................................................
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 2.	 กำาหนดสมการเส้นโค้ง จงหาสมการของเส้นสัมผัสเส้นโค้งและสมการของเส้นแนวฉากที่จุด 

	 	 ที่กำาหนดให้

  (1) y  x3
1 ที่ x  1

   วิธีทำา	 ให้	 f(x)  x3
1

     f(x)  ..................................................................................................

     f(1)  ..................................................................................................

	 	 	 	 หาจุดสัมผัสที ่x   1, y   ........................................................................................

	 	 	 	 จดุสมัผสับนเสน้โคง้คอื .................... และความชันของเส้นสัมผสัเทา่กบั ....................

	 	 	 	 สมการเส้นสัมผัสคือ	 ....................................................................................................

    ......................................................................................................................................

    ......................................................................................................................................

    ......................................................................................................................................

	 	 	 	 จุดตัดเส้นโค้งกับเส้นแนวฉากคือ ................................................................................

	 	 	 	 ความชันของเส้นแนวฉากซึ่งตั้งฉากกับเส้นสัมผัสเท่ากับ ..........................................

	 	 	 	 สมการของเส้นแนวฉากคือ .........................................................................................

    ......................................................................................................................................

    ......................................................................................................................................

    ......................................................................................................................................

  (2) y  
x

x 22
-

 ที่ x  2

   วิธีทำา	 ให้	 f(x)  
x

x 22
-

       
x
x

x
22

-

       ..................................................................................................

     f(x)  ..................................................................................................

       ..................................................................................................

     f(2)  ..................................................................................................

       ..................................................................................................

	 	 	 	 หาจุดสัมผัสที ่x  2, y  ........................................................................................

	 	 	 	 จุดสัมผัสบนเส้นโค้งคือ ..................... และความชันของเส้นสัมผัสเท่ากับ ................
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	 	 	 สมการเส้นสัมผัสคือ  ..........................................................................................................

    ............................................................................................................................................

    ............................................................................................................................................

    ............................................................................................................................................

	 	 	 จุดตัดเส้นโค้งกับเส้นแนวฉากคือ ......................................................................................

	 	 	 ความชันของเส้นแนวฉากซึ่งตั้งฉากกับเส้นสัมผัสเท่ากับ .................................................

	 	 	 สมการของเส้นแนวฉากคือ ................................................................................................

    ............................................................................................................................................

    ............................................................................................................................................

    ............................................................................................................................................

3.	 จงหาสมการของเส้นสัมผัสเส้นโค้ง y  x(x2)2
3 ที่จุด (2, 3) และหาสมการของเส้นสัมผัส

	 	 เส้นโค้งที่จุดบนเส้นโค้งที่มีความชันเท่ากับ 1

  วิธีทำา    y  x(x2)2
3

      y  x(x2
4x4)3

      y   .................................................................................................

      
dx
dy

  .................................................................................................

   ความชันของเส้นสัมผัสเส้นโค้งที่จุด (2, 3) เท่ากับ ............................................................

   สมการของเส้นสัมผัสเส้นโค้งที่มีความชันเท่ากับ ....................... และผ่านจุด ................

	 	 	 คือ .......................................................................................................................................

    ............................................................................................................................................

	 	 	 หาจุดบนเส้นโค้งที่มีความชันเท่ากับ 1

    
dx
dy

 1

 ............................................................................................................................................

 ............................................................................................................................................

 ............................................................................................................................................

 ............................................................................................................................................

    ............................................................................................................................................

	 	 	 เมื่อ x  ........... ค่าของ y  ...............................................................................................

	 จุดสัมผัสบนเส้นโค้งที่มีความชันเท่ากับ 1 คือ ...............................................................

	 	 	 สมการเส้นสัมผัสคือ       	 	 	 สมการเส้นสัมผัสคือ  ..........................................................................................................y .......................................................................................................... ..........................................................................................................( .......................................................................................................... ..........................................................................................................1) .......................................................................................................... ..........................................................................................................2 .......................................................................................................... ..........................................................................................................(x .......................................................................................................... ..........................................................................................................( .......................................................................................................... ..........................................................................................................2)) ..........................................................................................................

        ............................................................................................................................................2(y ............................................................................................................................................ ............................................................................................................................................1) ............................................................................................................................................ ............................................................................................................................................3(x ............................................................................................................................................ ............................................................................................................................................2) ............................................................................................................................................

        ............................................................................................................................................ 2y ............................................................................................................................................

            ............................................................................................................................................2y ............................................................................................................................................

 ......................................................................................( ...................................................................................... ......................................................................................2,  ...................................................................................... ......................................................................................1) ......................................................................................

	 	 	 สมการของเส้นแนวฉากคือ       	 	 	 สมการของเส้นแนวฉากคือ ................................................................................................y ................................................................................................ ................................................................................................( ................................................................................................ ................................................................................................1) ................................................................................................ ................................................................................................3 ................................................................................................ ................................................................................................(x ................................................................................................ ................................................................................................( ................................................................................................ ................................................................................................2)) ................................................................................................

        ............................................................................................................................................3(y ............................................................................................................................................ ............................................................................................................................................1) ............................................................................................................................................ ............................................................................................................................................2(x ............................................................................................................................................ ............................................................................................................................................2) ............................................................................................................................................

        ............................................................................................................................................ 3y ............................................................................................................................................

             ............................................................................................................................................3y ............................................................................................................................................

 ............................................................3(2) ............................................................ ............................................................8(2) ............................................................

 ................(2,	3) ................

 .......................................................................................................................................y ....................................................................................................................................... .......................................................................................................................................0(x ....................................................................................................................................... .......................................................................................................................................2) .......................................................................................................................................

 ............................................................................................................................................y ............................................................................................................................................

 ............................................................................................................................................(3x ............................................................................................................................................ ............................................................................................................................................5)(x ............................................................................................................................................ ............................................................................................................................................1) ............................................................................................................................................

 ............................................................................................................................................3 ............................................................................................................................................

 ...............................................................................................3 ............................................................................................... ............................................................................................... ............................................................................................... ............................................................................................... ...............................................................................................3 ............................................................................................... ............................................................................................... ............................................................................................... ............................................................................................... ...............................................................................................27 ...............................................................................................

 ............................................................... ...............................................................,  ............................................................... ...............................................................
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	 	 		 ดังนั้น สมการของเส้นสัมผัสที่มีความชันเท่ากับ 1 และผ่านจุด ...................... คือ

     ............................................................................................................................................

     ............................................................................................................................................

     ............................................................................................................................................

    เมื่อ x  ........... ค่าของ y  ...............................................................................................

		 		 จุดสัมผัสบนเส้นโค้งที่มีความชัน 1 คือ ..........................................................................

	 	 		 สมการของเส้นสัมผัสที่มีความชันเท่ากับ 1 และผ่านจุด ...............................................

    คือ .......................................................................................................................................

     ............................................................................................................................................

     ............................................................................................................................................

 4.	 จงหาสมการเส้นตรงที่ผ่านจุด (3, 2) และขนานกับเส้นสัมผัสเส้นโค้ง y  x3
x2

x2  

	 	 ที่จุด x  2

  วิธีทำา   y  x3
x2

x2 

      
dx
dy   ..................................................................................................

	 	 		 ความชันของเส้นสัมผัสเส้นโค้งที่จุด x  2 เท่ากับ ...........................................................

	 	 		 เส้นตรงที่ผ่านจุด (3, 2) มีความชันเท่ากับ ..................................................................

    (เส้นตรงสองเส้นขนานกันจะมีความชันเท่ากัน)

	 	 		 ดังนั้น สมการของเส้นตรงที่ต้องการคือ ............................................................................

     ............................................................................................................................................

     ............................................................................................................................................

     ............................................................................................................................................ 

 5.	 ถ้าเส้นตรง axbyc  0 สัมผัสเส้นโค้ง y  a(2x1)2 ที่จุด (1, 2) จงหาสมการของเส้นสัมผัส

  วิธีทำา	 จุด (1, 2) อยู่บนเส้นโค้ง	 y    a(2x1)2

	 	 		 จะได้	 2    a(2(1)1)2

     a    .......................................................................

     
dx
dy   ( )a

dx
d

x2 1 2
-

       .......................................................................

       .......................................................................

       .......................................................................
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	 	 	 	 ความชันของเส้นสัมผัสเส้นโค้งที่จุด (1, 2) เท่ากับ ............................................................

	 	 	 	 สมการเส้นสัมผัสที่ผ่านจุด (1, 2) และมีความชันเท่ากับ ..................... คือ

 ............................................................................................................................................

 ............................................................................................................................................

 ............................................................................................................................................

 6.	 กำาหนดใหเ้สน้ตรง  มคีวามชันเทา่กบั 2 และสัมผสัเส้นโคง้ y  x2
2 ถ้าจดุ (a, b) อยูบ่นเส้นตรง   

	 	 และอยู่ใกล้จุดกำาเนิดมากที่สุด จงหาค่าของ ab

  วิธีทำา	 เขียนกราฟประกอบดังนี้

	 จาก	 y  x2
2 .....(1)

  
dx
dy    .......................................

	 เส้นตรงมีความชันเท่ากับ 2

	 ดังนั้น	 2x  .......................................

  x  .......................................

	 จาก (1) จะได้	y  .......................................

	 จุดสัมผัสบนเส้นโค้งคือ ......................................................................................................

	 สมการของเส้นสัมผัสที่มีความชันเท่ากับ 2 และผ่านจุด  ..................................................

	 คือ  ......................................................................................................................................

  ............................................................................................................................................

  ............................................................................................................................................

	 	 หาจุดที่เส้นสัมผัสแกน X เมื่อ y  0 จะได้ x  ................................................................

	 	 จุด (a, b) คือ จุดที่เส้นตรงซึ่งผ่านจุดกำาเนิดและตัดกับเส้นสัมผัสเป็นมุมฉาก

	 ให ้1 ตัดกับ  สมการของ 1 ที่ผ่านจุด (0, 0) และมีความชันเท่ากับ  ..............................

 1 มีสมการ คือ ...................................................................................................................

	 จุดตัดของ 1 และ  คือ  ......................................................................................................

	 จะได ้(a, b) คือ  ...................................................................................................................

	 ดังนั้น ab   ....................................................................................................................

     

 

 

 

X 
0

Y

1



(a, b)
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 2.7 อนุพันธ์อันดับสูง 
 จุดประสงค์

	 นักเรียนสามารถหาอนุพันธ์อันดับสูงได้

 ทักษะและกระบวนการทางคณิตศาสตร์

 1.	 การแก้ปัญหา

 2.	 การสื่อสารและการสื่อความหมายทางคณิตศาสตร์

 3.	 การเชื่อมโยง

 4.	 การให้เหตุผล

 5.	 การคิดสร้างสรรค์

บทนิยามบทนิยาม

	 ให้ฟังก์ชัน f เป็นฟังก์ชันที่หาอนุพันธ์ได ้และ f(x) เป็นอนุพันธ์ของฟังก์ชัน f ที ่x ซึ่งหา

อนุพันธ์ได ้เรียกอนุพันธ์ของอนุพันธ์ของฟังก์ชัน f ที ่x หรืออนุพันธ์ของฟังก์ชัน f ที ่x ว่า อนุพันธ์

อันดับที ่2 ของ f ที ่x และเขียนแทนอนุพันธ์ของฟังก์ชัน f ที ่x ด้วย f(x)

	 สัญลักษณ์ที่ใช้แทนอนุพันธ์อันดับที ่2 ของ f ที ่x นอกจาก f(x) เช่น d
2y

dx2, d2

dx2f(x) และ y

	 ในทำานองเดียวกัน อนุพันธ์อันดับที ่3 ของ f เป็นอนุพันธ์ของอนุพันธ์อันดับที ่2 เขียนแทนด้วย 

f(x) หรือ d
3y

dx3

	 อนุพันธ์อันดับที ่4 ของ f เป็นอนุพันธ์ของอนุพันธ์อันดับที ่3 เขียนแทนด้วย f(4)(x) หรือ d
4y

dx4

	 อนุพันธ์อันดับที ่n ของ f เป็นอนุพันธ์ของอนุพันธ์อันดับที ่n1 เขียนแทนด้วย f(n)(x) หรือ d
ny

dxn

 	 อัตราการเปลี่ยนแปลงของ y เทียบกับ x ขณะ x ใดๆ คืออนุพันธ์ของฟังก์ชัน f ที ่x

 	 อัตราการเปลี่ยนแปลงของอนุพันธ์ของฟังก์ชัน f ที ่x คืออนุพันธ์อันดับที ่2 ของฟังก์ชัน f 

ที ่x 

	 อัตราการเปลี่ยนแปลงของ s เทียบกับ t ขณะ t ใดๆ คือความเร็ว (v)

	 อัตราการเปลี่ยนแปลงของ v เทียบกับ t ขณะ t ใดๆ คือความเร่ง (a)

	 จากสมการการเคลื่อนที ่s  f(t) เมื่อ s คือระยะทางที่วัตถุเคลื่อนที่ได้ในเวลา t 

ds
dt   v     และ     dv

dt   
d2s
dt2

  a

 ขอ้สงัเกต
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 แบบฝึกหัดที่ 2.7

 1.	 จงหาอนุพันธ์อันดับที ่2 ของฟังก์ชันต่อไปนี ้

  (1) f(x)  x5 (2) f(x)  x

   f(x)  d
dx(x5)  f(x)  d

dx(x
1
2)

     5x4    1
2x1

2

   f(x)  5 d
dx(x4)  f(x)  ......................................................

     5(4x3)    .....................................................

     .....................................................    .....................................................

  (3) f(x)  x4
x8 (4) f(x)  4

x
      ...............................

   f(x)  .....................................................  f(x)  .....................................................

   f(x)  .....................................................  f(x)  .....................................................

  (5) f(x)  14x  (6) f(x)  1
14x

     .....................................................    .....................................................

   f(x)  .....................................................  f(x)  .....................................................

     .....................................................    .....................................................

     .....................................................    .....................................................

   f(x)  .....................................................  f(x)  .....................................................

     .....................................................    .....................................................

     .....................................................    .....................................................
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  (7) f(x)  3
4x3


1
2x2

5 (8) f(x)  3 x 
1
x3

   f(x)  .....................................................    x
1
3x3

     .....................................................  f(x)  .....................................................

   f(x)  .....................................................    .....................................................

     .....................................................  f(x)  .....................................................

         .....................................................

  (9) f(x)  (x2
4)(x3

x) (10) f(x)  x2
1
x

     .....................................................    .....................................................

   f(x)  .....................................................  f(x)  .....................................................

   f(x)  .....................................................  f(x)  .....................................................

 2.	 จงหาอนุพันธ์อันดับที ่3 ของฟังก์ชันต่อไปนี ้

  (1) f(x)  x10
x5

x2

   f(x)  ............................................................................................................................

   f(x)  ............................................................................................................................

     ............................................................................................................................

   f(x)  ............................................................................................................................

     ............................................................................................................................

  (2) f(x)  6 3 x 4 x x3
4

     ............................................................................................................................

   f(x)  ............................................................................................................................

   .........................................................................................................................................................

   .........................................................................................................................................................

   .........................................................................................................................................................

   .........................................................................................................................................................

   .........................................................................................................................................................
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 3.	 จงหาอนุพันธ์อันดับที ่2 ของฟังก์ชันต่อไปนี ้

  (1) f(x)  1x2          ...................................................................................................

   .........................................................................................................................................................

   .........................................................................................................................................................

   .........................................................................................................................................................

   .........................................................................................................................................................

   .........................................................................................................................................................

   .........................................................................................................................................................

   .........................................................................................................................................................

   .........................................................................................................................................................

   .........................................................................................................................................................

  (2) f(x)  x2
14

     (x2
1)

1
4

   f(x)  1
4(x2

1)3
4 d
dx(x2

1)

     1
4(x2

1)3
4(2x)

     1
2x(x2

1)3
4

   f(x)  1
2 x d

dx(x2
1)3

4(x2
1)3

4 d
dx(x)

     ............................................................................................................................

     ............................................................................................................................

     ............................................................................................................................

     ............................................................................................................................

     ............................................................................................................................

     ............................................................................................................................
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 4.	 กำาหนด  f(x)  (x1)5  จงหา  f(4)(x)

  วิธีทำา f(x)  (x1)5

   f(x)  ............................................................................................................................

   f(x)  ............................................................................................................................

   f(x)  ............................................................................................................................

   f(4)(x)  ............................................................................................................................

 5.	 ปล่อยวัตถุจากที่สูงลงสู่พื้น วัตถุเคลื่อนที่ได้ระยะทาง s  8t2 เมตร ในเวลา t วินาที จงหา

  (1)	 ระยะทางที่วัตถุเคลื่อนที่ได้หลังจากปล่อยวัตถุไป 3 วินาที

   วิธีทำา	 จาก	 s  8t2

     เมื่อ t  3; s  ...............................................................................

        ...............................................................................

     ดังนั้น หลังจากปล่อยวัตถุไป 3 วินาที วัตถุเคลื่อนที่ได ้ ........................................  เมตร

  (2)	 ความเร็วขณะวินาทีที ่2

   วิธีทำา	 ความเร็ว (v) ขณะเวลา t ใดๆ คือ ds
dt

      v  d
dt(8t2)

        ...............................................................................

     ดังนั้น ความเร็วขณะวินาทีที ่2 เท่ากับ  ...................................................  เมตรต่อวินาที

  (3)	 ความเร่งขณะเวลา t ใดๆ

   วิธีทำา	 	ความเร่ง (a) ขณะเวลา t ใดๆ คือ dv
dt  หรือ  d

2s
dt2

     จะได ้ a  ...............................................................................

        ...............................................................................

     ดังนั้น ความเร่งขณะเวลา t ใดๆ เท่ากับ .............................................. เมตรต่อ(วินาที)2

  (4)	 ความเร่งขณะวินาทีที ่6

   วิธีทำา	 ความเร่งขณะวินาทีที ่6 เท่ากับ ........................................................................................
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 6.	 โยนวัตถุขึ้นไปในอากาศ วัตถุเคลื่อนที่ได้ระยะทาง s  160t16t2 เมตร ในเวลา t วินาที จงหา

  (1)	 ความเร็วเฉลี่ยในช่วงวินาทีที ่2 วินาที ถึงวินาทีที่ 3

   วิธีทำา	 ความเร็วเฉลี่ยในช่วงวินาทีที ่t วินาที ถึงวินาทีที ่th คือ

      f(th)f(t)
h   [160(th)16(th)2](160t16t2)

h

        ...............................................................................

        ...............................................................................

     ดังนั้น ความเร็วเฉลี่ยในช่วงวินาทีที ่2 วินาที ถึงวินาทีที ่3 เท่ากับ

     ............................................................................................................................................

 ความเร็วเฉลี่ยในช่วงวินาทีที่ 2 วินาที ถึงวินาทีที ่3

 เท่ากับ	 	 f(3)f(2)
32   [160(3)16(3)2][160(2)16(2)2]

1
       ........................................................................

       ........................................................................

 ขอ้สงัเกต

  (2)	 ความเร็วขณะวินาทีที ่5

   วิธีทำา	 ความเร็ว (v) ขณะเวลา t ใดๆ คือ ds
dt

      v  ...............................................................................

        ...............................................................................

     ดังนั้น ความเร็วขณะวินาทีที ่5 เท่ากับ  ...................................................  เมตรต่อวินาที

  (3)	 ความเร่งขณะวินาทีที ่6

   วิธีทำา	 	ความเร่ง (a) ขณะเวลา t ใดๆ คือ dv
dt  หรือ  d

2s
dt2

     จะได ้ a  ...............................................................................

        ...............................................................................

	 	 	 	 	 ดังนั้น ความเร่งขณะวินาทีที ่6 เท่ากับ ................................................ เมตรต่อ(วินาที)2
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 7.	 วัตถุชิ้นหนึ่งเคลื่อนที่ไปตามแนวเส้นตรงได้ระยะทาง s  t(t3)2 เมตร ในเวลา t วินาท ีจงหา

  (1)	 ความเร็วของวัตถุหลังจากเคลื่อนที่ไปได ้2 วินาที

  (2)	 วัตถุหยุดนิ่งชั่วขณะเมื่อเวลาผ่านไปกี่วินาที

  (3)	 ความเร่งของวัตถุขณะวินาทีที ่4

  วิธีทำา (1)  s  t(t3)2

        t(t26t9)

        t36t29t

      v  d
dt(t

3
6t29t)

        ...............................................................................

      v(2)  ...............................................................................

        ...............................................................................

     ดังนั้น ความเร็วของวัตถุหลังจากเคลื่อนที่ไปได ้2 วินาที เท่ากับ 

    (2)	 วัตถุหยุดนิ่งชั่วขณะเมื่อความเร็วเท่ากับ  .........................................................................

	 	 	 	 	 จะได้	 3t212t9  0

      ...........................................................................................................................................

      ...........................................................................................................................................

      ...........................................................................................................................................

      ...........................................................................................................................................

     ดังนั้น วัตถุหยุดนิ่งชั่วขณะเมื่อเวลาผ่านไป .....................................................................

    (3)	 ความเร่ง (a) ขณะเวลา t ใดๆ คือ dv
dt  หรือ d

2s
dt2

      a  ...............................................................................

        ...............................................................................

     ดังนั้น ความเร่งของวัตถุขณะวินาทีที่ 4 เท่ากับ  ...............................................................
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 8.	 ในการโยนลูกบอลตรงขึ้นไปในอากาศจากยอดตึกสูง 34.3 เมตร มีสมการของการเคลื่อนที่เป็น  

s  29.4t4.9t2 เมตร เมื่อ s เป็นระยะทางมีหน่วยเป็นเมตร และ t เป็นเวลามีหน่วยเป็นวินาท ีจงหา

  (1)	 ลูกบอลขึ้นไปสูงสุดจากพื้นดินกี่เมตร

  (2)	 ขณะที่ลูกบอลตกกระทบยอดตึกมีความเร็วเท่าไร

  (3)	 อัตราการเปลีย่นแปลงเฉลีย่ของระยะทางเทยีบกบัเวลาในช่วงวนิาททีี ่2 ถึงวนิาททีี ่3 เป็นเทา่ไร

  วิธีทำา	 จากสมการของการเคลื่อนที ่ s  29.4t4.9t2

    (1)	 ลูกบอลขึ้นไปสูงสุดเมื่อความเร็วเท่ากับ  .........................................................................

	 	 	 	 	 ความเร็วของลูกบอล	 v  d
dt(29.4t4.9t2)

     จะได ้ v  ...............................................................................

     หา t เมื่อ v  .......; ...........................................................................................................

      ...........................................................................................................................................

     ลูกบอลขึ้นไปสูงสุดในวินาทีที ่ .........................................................................................

     ระยะทางที่ลูกบอลขึ้นไปสูงสุดจากยอดตึกเท่ากับ  .........................................................

      ...........................................................................................................................................

     ดังนั้น ลูกบอลขึ้นไปสูงสุดจากพื้นดินเท่ากับ  .................................................................

      ...........................................................................................................................................

    (2)	 ลูกบอลตกถึงพื้นมีความเร็วขณะเวลา t  ............................................................  วินาที

     ดังนั้น ลูกบอลตกกระทบยอดตึกด้วยความเร็ว 

    (3)	 อัตราการเปลี่ยนแปลงเฉลี่ยของ s เทียบกับ t ในช่วง t  2 ถึง  t  3

	 	 	 	 	 เท่ากับ	 s(3)s(2)
32   ...............................................................................

        ...............................................................................

        ...............................................................................

        ...............................................................................
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 2.8 ก�รประยุกต์ของอนุพันธ์
 จุดประสงค์

	 นักเรียนสามารถนำาอนุพันธ์ของฟังก์ชันมาแก้โจทย์ปัญหาเกี่ยวกับค่าสูงสุดหรือค่าต่ำาสุดได้

 ทักษะและกระบวนการทางคณิตศาสตร์

 1.	การแก้ปัญหา

 2.	การสื่อสารและการสื่อความหมายทางคณิตศาสตร์

 3.	การเชื่อมโยง

 4.	การให้เหตุผล

 5.	การคิดสร้างสรรค์

 2.8.1 ก�รเคลื่อนที่แนวตรง

	 การเคลื่อนที่ของวัตถุสามารถใช้ฟังก์ชัน y  s(t) โดยที ่s(t) คือตำาแหน่งของวัตถ ุณ ขณะเวลาใดๆ 

ความเร็วของวัตถุขณะเวลา t ใดๆ คือ อัตราการเปลี่ยนแปลงของ s เทียบกับ t ขณะเวลาใดๆ ความเร็ว v 

เป็นอนุพันธ์ของ s เทียบกับ t จะได ้v เป็นฟังก์ชันของเวลา t เมื่อ v(t)  s(t)  lim
h→0

 s(th)s(t)
h

	 ในทำานองเดียวกัน ความเร่งของวัตถุขณะเวลา t ใดๆ คือ อัตราการเปลี่ยนแปลงของความเร็ว v 

เทียบกับ t ขณะเวลา t ความเร่ง a เป็นอนุพันธ์ของ v เทียบกับ t นั่นคือ a(t)  v(t)  s(t)

ตัวอย่างที ่1 	 กำาหนดให้ s(t)  t2
2t เป็นฟังก์ชันแสดงตำาแหน่งของวัตถุที่เคลื่อนที่ในแนวราบ  

   (มีหน่วยเป็นเมตร) ขณะเวลา t วินาท ีจงหา 

    (1)  ระยะห่างของวัตถุจากตำาแหน่งเริ่มต้นขณะเวลา 12 วินาที

    (2)  ความเร็วของวัตถุขณะเวลา 12 วินาที

    (3)  ความเร่งของวัตถุขณะเวลา 12 วินาที	

	 ความเร่ง คือ อนุพันธ์อันดับที ่1 ของฟังก์ชันความเร็ว v และเป็นอนุพันธ์อันดับที ่2 

ของฟังก์ชันแสดงตำาแหน่ง s

 ขอ้สงัเกต
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วิธีทำา 	 จาก s(t)  t22t จะได ้ v(t)  s(t)  2t2

	 และ		 a(t)  v(t)  2

 (1)	 ระยะห่างของวัตถุจากตำาแหน่งเริ่มต้นขณะเวลา 12 วินาที

	 	 เท่ากับ  |s(12)s(0)|  |(122
2(12))(02

2(0))|    168  เมตร

 (2)	ความเร็วของวัตถุขณะเวลา 12 วินาท ีคือ v(12)

  v(12)    2(12)2    26  เมตรต่อวินาที

 (3) 	ความเร่งของวัตถุขณะเวลา 12 วินาท ีคือ a(12)

  a(12)    2 เมตรต่อวินาที2 ตอบ

	 ขณะเวลา 12 วินาที ความเร็วและความเร่งของวัตถุเป็นจำานวนจริงบวกแสดงว่าวัตถุ 

กำาลังเคลื่อนที่ไปทางขวาและมีความเร็วเพิ่มขึ้น 

 ขอ้สงัเกต

ตัวอย่างที ่2  		 ชัยพลโยนวัตถุขึ้นไปในแนวดิ่ง ถ้าตำาแหน่งของวัตถุ (มีหน่วยเป็นเมตร) หลังจากโยน 

	 	 	 	 วัตถุขึ้นไปแล้ว t วินาท ีหาได้จาก s(t)  12tt2 จงหา 

    (1)  ระยะห่างของวัตถุจากตำาแหน่งเริ่มต้นหลังจากโยนไปแล้ว 3 วินาที

    (2)  ความเร็วของวัตถุขณะเวลา 3 วินาที

    (3)  ความเร่งของวัตถุขณะเวลา 3 วินาที

วิธีทำา จาก s(t)  12t t2 จะได้	 v(t)  s(t)  122t

	 และ		 a(t)  v(t)  2

  (1) 	ระยะห่างของวัตถุจากตำาแหน่งเริ่มต้นหลังจากโยนไปแล้ว 3 วินาที

	 	 	 	 เท่ากับ  |s(3)s(0)|  |(12(3)32)(12(0)02)|    27  เมตร

  (2) 	ความเร็วของวัตถุขณะเวลา 3 วินาท ีคือ v(3)

    v(3)    122(3)    6  เมตรต่อวินาที

  (3) 	ความเร่งของวัตถุขณะเวลา 3 วินาท ีคือ a(3)

    a(3)    2  เมตรต่อวินาที2 ตอบ

 ขณะเวลา 3 วนิาท ีความเรว็ของวตัถเุปน็จำานวนจริงบวกแต่ความเรง่ของวัตถเุปน็จำานวนจริงลบ 

แสดงว่าวัตถุกำาลังเคลื่อนที่ขึ้นแต่มีความเร็วลดลง โดยเคลื่อนที่ยังไม่ถึงจุดที่วัตถุขึ้นไปสูงสุด

 ขอ้สงัเกต
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 แบบฝึกหัดที่ 2.8.1

 1.	 โยนลูกบอลขึ้นไปในแนวดิ่ง ถ้าตำาแหน่งของวัตถุ (มีหน่วยเป็นเมตร) หลังจากโยนวัตถุขึ้นไปแล้ว  

t วินาท ีหาได้จาก  s(t)  64t8t2  จงหา 

  (1)	 ระยะห่างของลูกบอลจากตำาแหน่งเริ่มต้นหลังจากโยนไปแล้ว 2 วินาที

  (2)	 ความเร็วของลูกบอลขณะเวลา 4 วินาที

  (3)	 ความเร่งของลูกบอลขณะเวลา 5 วินาที

  (4)	 ลูกบอลขึ้นไปสูงสุดกี่เมตร

  (5)	 ลูกบอลตกลงถึงตำาแหน่งเริ่มต้นเมื่อเวลาผ่านไปนานเท่าไร

  วิธีทำา	 จาก s(t)  64t8t2 จะได้	 v(t)  ...................................................................

	 	 	 	 และ		 a(t)  ...................................................................

    (1)	 ระยะห่างของลูกบอลจากตำาแหน่งเริ่มต้นหลังจากโยนลูกบอลไปแล้ว 2 วินาที

	 	 	 	 	 เท่ากับ  ..............................................................................................................................

    (2)	 ความเร็วของลูกบอลขณะเวลา 4 วินาที คือ v(4)

     v(4)   ...............................................................................................................................

    (3)	 ความเร่งของลูกบอลขณะเวลา 5 วินาที คือ a(5)

     a(5)    ..............................................................................................................................

    (4)	 ลูกบอลขึ้นไปสูงสุดเมื่อ v(t)  0 นั่นคือ t   ...................................................................

     s(4)   ...............................................................................................................................

    (5)	 ลูกบอลตกลงถึงตำาแหน่งเริ่มต้นเมื่อ s(t)  0 

      ...........................................................................................................................................

      ...........................................................................................................................................

      ...........................................................................................................................................

      ...........................................................................................................................................

	 	 	 	 	 ดงันัน้  ลกูบอลตกลงถงึตำาแหน่งเร่ิมต้นเมือ่เวลาผา่นไปนาน .................................. วนิาที
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 2.	 วัตถ ุP เคลื่อนที่ในแนวตรง ระยะทาง s เมตรจากจุดเริ่มต้น กำาหนดด้วยสมการ s(t)  t(t3)2 ขณะ

เวลา t วินาที จงหา

  (1)	 ความเร็วของวัตถุ P ขณะเวลา 2 วินาที

  (2)	 วัตถุ P หยุดนิ่งชั่วขณะเวลาใด

  (3)	 ความเร่งของวัตถุ P ขณะเวลา 4 วินาที

  วิธีทำา จาก		 s(t)  t(t3)2  ..............................................................................

      v(t)  s(t)  ..............................................................................

      a(t)  v(t)  ..............................................................................

    (1)	 ความเร็วของวัตถ ุP ขณะเวลา 2 วินาที คือ v(2)

     v(2)    .............................................................................................................................

    (2)	 วัตถ ุP หยุดนิ่งชั่วขณะ v(t)  0

      ...........................................................................................................................................

      ...........................................................................................................................................

      ...........................................................................................................................................

      ...........................................................................................................................................

      ...........................................................................................................................................

    (3)	 ความเร่งของวัตถ ุP ขณะเวลา 4 วินาที คือ a(4)

     ...........................................................................................................................................

 3.	 ให้ s(t)  t3
3t2

3t2  เป็นฟังก์ชันแสดงตำาแหน่งของวัตถุที่เคลื่อนท่ีในแนวราบ (มีหน่วยเป็น 

เมตร) ขณะเวลา t วินาที จงหา 

  (1)	 ระยะห่างของวัตถุจากตำาแหน่งเริ่มต้นขณะ t  2 

  (2)	 ความเร็วของวัตถุขณะเวลา t  2 

  (3)	 ความเร่งของวัตถุขณะเวลา t  2 

  (4)	 เวลา t ที่วัตถุเริ่มวกกลับมาที่ตำาแหน่งเริ่มต้น 

  วิธีทำา ...................................................................................................................................................

    ...................................................................................................................................................

    ...................................................................................................................................................

     ...................................................................................................................................................

     ...................................................................................................................................................
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    ...................................................................................................................................................

    ...................................................................................................................................................

    ...................................................................................................................................................

    ...................................................................................................................................................

    ...................................................................................................................................................

    ...................................................................................................................................................

     ...................................................................................................................................................

     ...................................................................................................................................................

     ...................................................................................................................................................

     ...................................................................................................................................................

 4. 	สมชายปล่อยวัตถุจากบนตึกสูงลงสู่พื้นดิน ถ้าตำาแหน่งของวัตถุ (มีหน่วยเป็นเมตร) หลังจาก 

ปล่อยวัตถุแล้ว t วินาท ีหาได้จากสมการ  s(t)  48t6t2  จงหา 

  (1) 	ระยะห่างของวัตถุจากตำาแหน่งเริ่มต้นหลังจากปล่อยวัตถุไปแล้ว 3 วินาที

  (2) 	ความเร็วของวัตถุขณะเวลา 3 วินาที

  (3) 	ความเร่งของวัตถุขณะเวลา 3 วินาที

  (4) 	วัตถุตกลงกระทบพื้นขณะเวลาใด

  วิธีทำา ...................................................................................................................................................

    ...................................................................................................................................................

    ...................................................................................................................................................

    ...................................................................................................................................................

    ...................................................................................................................................................

    ...................................................................................................................................................

    ...................................................................................................................................................

    ...................................................................................................................................................

    ...................................................................................................................................................

    ...................................................................................................................................................

     ...................................................................................................................................................
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 2.8.2 ค่�สูงสุดและค่�ต่ำ�สุดของฟังก์ชัน

	 การพิจารณาค่าต่ำาสุดหรือค่าสูงสุดของฟังก์ขันโดยใช้อนุพันธ์ของฟังก์ชัน

	 กำาหนดให ้f เป็นฟังก์ชันจากสับเซตของ R ไป R และ A เป็นสับเซตของ Df

 f เป็นฟังก์ชันเพ่ิมบน A ก็ต่อเม่ือ สำาหรับสมาชิก x1 และ x2 ใดๆ ใน A ถ้า x1  x2 แล้ว 

f(x1)  f(x2)

 f เป็นฟังก์ชันลดบน A ก็ต่อเมื่อ สำาหรับสมาชิก x1 และ x2 ใดๆ ใน A ถ้า x1  x2 แล้ว 

f(x1)  f(x2)

ทฤษฎีบททฤษฎีบททฤษฎีบท 7 7

 ให้ฟังก์ชัน f เป็นฟังก์ชันที่หาอนุพันธ์ได้ในช่วง A  Df

 1.	ถ้า f(x)  0 สำาหรับทุก x ในช่วง A แล้ว f เป็นฟังก์ชันลด	 (decreasing	 function) 

	 	 บนช่วง A

 2.	ถ้า f(x)  0 สำาหรับทุก x ในช่วง A แล้ว f เป็นฟังก์ชันเพิ่ม	 (increasing	 function) 

	 	 บนช่วง A

ตัวอย่างที ่3  	 กำาหนดให้ f(x)  2x3
3x2

36x จงตรวจสอบว่าฟังก์ชัน f เป็นฟังก์ชันเพิ่มบนช่วงใด

	 	 	 	 และเป็นฟังก์ชันลดบนช่วงใด  

วิธีทำา     f(x)  2x3
3x2

36x

     f(x)  6x2
6x36

       6(x2
x6)

       6(x2)(x3)

	 	 	 ตรวจสอบค่าของ f(x)

  f(x)  0 บนช่วง (, 2) และ (3, )

  f(x)  0 บนช่วง (2, 3) 

x  2 2  x  3 3        x  32
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 กราฟอางอิง

ทฤษฎีบททฤษฎีบททฤษฎีบท 8 8

 ให้ฟังก์ชัน f เป็นฟังก์ชันที่นิยามบนช่วง (a, b) ซึ่ง c  (a, b) และ f(c) หาค่าได้

	 ถ้า f(c) เป็นค่าสูงสุดสัมพัทธ์หรือค่าต่ำาสุดสัมพัทธ์ของฟังก์ชัน f จะได้ว่า f(c)  0

บทนิยามบทนิยาม

	 ฟังก์ชัน f เป็นฟังก์ชันที่หาอนุพันธ์ได้บนช่วง (a, b) ค่าของ c  (a, b) ซึ่งทำาให ้f(c)  0 

จะเรียกว่า ค่าวิกฤต	(critical	values) ของฟังก์ชัน f

ฟังก์ชันเพิ่ม

02 3
X

ฟังก์ชันเพิ่มฟังก์ชันลด

Y

บทนิยามบทนิยาม

	 ฟังก์ชัน f มีค่าสูงสุดสัมพัทธ์ที ่x  c ถ้ามีช่วง (a, b)  Df ซึ่ง c  (a, b) และ f(c)  f(x) 

สำาหรับทุก x ในช่วง (a, b) เรียก f(c) ว่าค่าสูงสุดสัมพัทธ์ (relative	maximum)	ของฟังก์ชัน f 

และเรียก (c, f(c)) ว่าจุดสูงสุดสัมพัทธ์

	 ฟังก์ชัน f มีค่าต่ำาสุดสัมพัทธ์ที ่x  c ถ้ามีช่วง (a, b)  Df ซึ่ง c  (a, b) และ f(c)  f(x) 

สำาหรับทุก x ในช่วง (a, b) เรียก f(c) ว่าค่าต่ำาสุดสัมพัทธ ์(relative	minimum) ของฟังก์ชัน f 

และเรียก (c, f(c)) ว่าจุดต่ำาสุดสัมพัทธ์
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ทฤษฎีบททฤษฎีบททฤษฎีบท 9 9

	 ให ้f เป็นฟังก์ชันที่หาอนุพันธ์ได้บนช่วง (a, b) ค่าของ c  (a, b) เป็นค่าวิกฤตของ f

	 ถ้า f(x) เปลี่ยนจากจำานวนบวกเป็นจำานวนลบ เมื่อ x มีค่าเพิ่มขึ้นรอบๆ c แล้ว f(c) เป็น

ค่าสูงสุดสัมพัทธ์

	 ถ้า f(x) เปลี่ยนจากจำานวนลบเป็นจำานวนบวก เมื่อ x มีค่าเพิ่มขึ้นรอบๆ c แล้ว f(c) เป็น

ค่าต่ำาสุดสัมพัทธ์

       c1 และ c2 เป็นค่าวิกฤต

       f(c1) เป็นค่าสูงสุดสัมพัทธ์

       f(c2) เป็นค่าต่ำาสุดสัมพัทธ์

	 ถ้าค่าของ f(x) ไม่มีการเปลี่ยนจากจำานวนบวกเป็นจำานวนลบ หรือไม่มีการเปลี่ยนจาก

จำานวนลบเป็นจำานวนบวก แสดงว่า c เป็นค่าวิกฤตที่ไม่ได้ทำาให้ฟังก์ชันมีค่าสูงสุดสัมพัทธ์หรือค่าต่ำาสุด

สัมพัทธ์

f(x)  0

f(x)  0

f(x)  0

f(x)  0f(x)  0

Y

X
0 c1 c2

X

Y

0 c X

Y

0 c
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ทฤษฎีบททฤษฎีบททฤษฎีบท 10 10

	 กำาหนดให ้f เป็นฟังก์ชันต่อเนื่องบนช่วง A ใดๆ และ c เป็นค่าวิกฤตของ f ซึ่ง f(x)  0

 1.	ถ้า f (x)  0 แล้ว f(c) เป็นค่าต่ำาสุดสัมพัทธ์
 2.	ถ้า f (x)  0 แล้ว f(c) เป็นค่าสูงสุดสัมพัทธ์

ตัวอย่างที ่4   กำาหนดให้ f(x)  2x3
3x2

36x จงหาค่าสูงสุดสัมพัทธ์และค่าต่ำาสุดสัมพัทธ์ของฟังก์ชัน f

วิธีทำา	 จาก	 	 	 f(x)  2x3
3x2

36x

     f(x)  6x2
6x36

       6(x2
x6)

       6(x2)(x3)

	 	 	 เมื่อ  f(x)  0 จะได ้6(x2)(x3)  0

     x  2  0	หรือ	x3  0

     x  2 หรือ	 x  3

     f(x)  12x6

     f(2)  12(2)6  30  0

	 ดังนั้น ค่าสูงสุดสัมพัทธ์ของฟังก์ชันคือ f(2)   2(2)3
3(2)2

36(2)  44

     f(3)  12(3)6  30  0

	 ดังนั้น ค่าต่ำาสุดสัมพัทธ์ของฟังก์ชันคือ f(3)  2(3)3
3(3)2

36(3)  81

บทนิยามบทนิยาม

	 ฟังก์ชัน f มีค่าสูงสุดสัมบูรณ์ที่ x  c เมื่อ f(c)  f(x) สำาหรับทุก x ในโดเมนของ

ฟังก์ชัน f

	 ฟังก์ชัน f มีค่าต่ำาสุดสัมบูรณ์ที่ x  c เมื่อ f(c)  f(x) สำาหรับทุก x ในโดเมนของ

ฟังก์ชัน f
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	 พิจารณากราฟของฟังก์ชัน  y  f(x)  โดยที ่ Df  {x|a  x  b}

X

Y

0 c ba

รูปที	่1

ค่าสูงสุดสัมบูรณ์ที ่ x  c

f(c) เป็นค่าสูงสุดสัมพัทธ์ค่าหนึ่ง

ของฟังก์ชัน f

X

Y

0 c ba

รูปที	่2

ค่าสูงสุดสัมบูรณ์ที ่ x  b

f(b) เป็นค่าสูงสุดสัมพัทธ์ค่าหนึ่ง

ของฟังก์ชัน f

X

Y

0 c ba

รูปที	่4

ค่าต่ำาสุดสัมบูรณ์ที ่ x  a

f(a) เป็นค่าต่ำาสุดสัมพัทธ์ค่าหนึ่ง

ของฟังก์ชัน f

ค่าต่ำาสุดสัมบูรณ์ที ่ x  c

f(c) เป็นค่าต่ำาสุดสัมพัทธ์ค่าหนึ่ง

ของฟังก์ชัน f

X

Y

0 c ba

รูปที	่3
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ตัวอย่างที ่5   จงหาค่าสูงสุดสัมบูรณ์และค่าต่ำาสุดสัมบูรณ์ของฟังก์ชัน f เมื่อ f(x)  x3
12x5  

	 	 	 	 บนช่วงปิด [0, 3]

วิธีทำา	 จาก	 	 	 f(x)   x3
12x5

     f(x)   3x2
12

       3(x2
4)

       3(x2)(x2)

	 ถ้า  f(x)  0  จะได้	 3(x2)(x2)  0

     x2  0 หรือ x2  0

     x  2 หรือ  x  2

	 แต่	 	 	 2  [0, 3]

	 ดังนั้น ค่าวิกฤตในช่วง [0, 3] คือ 2

	 คำานวณหาค่าของฟังก์ชัน  f(x) ที ่x  2  และที่จุดปลายช่วง [0, 3]  คือ  x  0  และ  x  3

     f(2)  23
12(2)5  11

     f(0)  03
12(0)5  5

     f(3)  33
12(3)5  4

	 ดังนั้น	 ค่าสูงสุดสัมบูรณ์์ของฟังก์ชันคือ 5

	 	 	 	 ค่าต่ำาสุดสัมบูรณ์ของฟังก์ชันคือ 11 ตอบ

 แบบฝึกหัดที่ 2.8.2

 1.	 จงหาช่วงที่ทำาให้ฟังก์ชันที่กำาหนดให้แต่ละข้อต่อไปนี้เป็นฟังก์ชันเพิ่มและเป็นฟังก์ชันลด   

  (1)  f(x)  x2
2x8

    f(x)  2x2

	 	 	 หาค่าวิกฤตของฟังก์ชัน เมื่อ f(x)  0

    2x2  0

    x  ........................................................

	 	 	 ค่าวิกฤตของฟังก์ชันคือ ........................................

    

    

   f เป็นฟังก์ชันเพิ่มบนช่วง  ..................................... 

   f เป็นฟังก์ชันลดบนช่วง ....................................... 

X

Y

0
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  (2)  f(x)  54xx2    

    f(x)  ........................................................

	 	 	 หาค่าวิกฤตของฟังก์ชัน เมื่อ f(x)  0

   ...............................................................................

    x  ........................................................

	 	 	 ค่าวิกฤตของฟังก์ชันคือ .......................................

    ....................... .......................

.......................

				

   f เป็นฟังก์ชันเพิ่มบนช่วง  ..................................... 

   f เป็นฟังก์ชันลดบนช่วง ....................................... 

  (3)  f(x)  x3
6x2

9x3   

    f(x)  ........................................................

	 	 	 หาค่าวิกฤตของฟังก์ชัน เมื่อ f(x)  ....................

    ...............................................................................

    ...............................................................................

    ...............................................................................

    ...............................................................................

    ...............................................................................

	 	 	 ค่าวิกฤตของฟังก์ชันคือ ........................................

   

   f เป็นฟังก์ชันเพิ่มบนช่วง ...................................... 

   f เป็นฟังก์ชันลดบนช่วง ........................................ 

X

Y

5

2

0

 

X

Y

3

1 3

0

7
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 2.	 จงหาค่าสูงสุดสัมพัทธ์และค่าต่ำาสุดสัมพัทธ์ของฟังก์ชัน พร้อมทั้งเขียนกราฟ   

  (1)  f(x)  x4
4x3

5

    f(x)  ...........................................

	 	 	 หาค่าวิกฤตของฟังก์ชัน เมื่อ ....................

   ...................................................................

   ...................................................................

   ...................................................................

   ...................................................................

    f(0)  04
4(0)3

5  .................

    f(.......)  ...........................................

    f(x)  ...........................................

    f(.......)  ...........................................

    f(.......)  ...........................................

	 	 	 คา่สงูสดุสมัพทัธข์องฟงักช์นัคอื ..............

	 	 	 คา่ต่ำาสดุสมัพทัธข์องฟงักช์นัคอื ..............

   ..................................................................

   เขียนกราฟได้ดังนี้

 

  (2)  f(x)  x4
2x2

10

    f(x)  ...........................................

	 	 	 หาค่าวิกฤตของฟังก์ชันเมื่อ ....................

   ...................................................................

   ...................................................................

   ...................................................................

   ...................................................................

   ...................................................................

   ...................................................................

   ...................................................................

    f(.......)  ...........................................

    f(.......)  ...........................................

    f(.......)  ...........................................

    f(x)  ...........................................

    f(.......)  ...........................................

    f(.......)  ...........................................

    f(.......)  ...........................................

	 	 	 ค่าสูงสุดสัมพัทธ์ของฟังก์ชันคือ ..............

   .................................................................

	 	 	 คา่ต่ำาสุดสัมพทัธข์องฟงักชั์นคอื ..............

   ..................................................................

	 	 	 เขียนกราฟได้ดังนี้

 

 

 

 

X

Y

5
10
15

5
1 2123456

10

15
20
25
30

20
25

0

 

 

 

             

           

X

Y

2
4
6
8

10

1 32

0

123
1
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  (3) f(x)  x(x2)2

   f(x)  ............................................................................................................................

     ............................................................................................................................

   f(x)  ............................................................................................................................

     ............................................................................................................................

	 	 	 หาค่าวิกฤตของฟังก์ชันเมื่อ ............................................................................................................

   .........................................................................................................................................................

   .........................................................................................................................................................

   .........................................................................................................................................................

    f 2
3   ...........................................  f 2

3    ...................................................................

    f(.......)  ...........................................  f(2)  ...................................................................

	 	 	 ค่าสูงสุดสัมพัทธ์ของฟังก์ชันคือ  ....................................................................................................

	 	 	 ค่าต่ำาสูงสุดสัมพัทธ์ของฟังก์ชันคือ  ................................................................................................

	 	 	 เขียนกราฟได้ดังนี้

        

      

      

      

      

 

 

X

Y

1
2
3

1 32

0

1
1

2

2

(2,	0)

2
3, 32

27  
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  (4) f(x)  x3
2x2

4x3

   f(x)  3x2
4x4

   f(x)  6x4

	 	 	 หาค่าวิกฤตของฟังก์ชันเมื่อ ............................................................................................................

   .........................................................................................................................................................

   .........................................................................................................................................................

   .........................................................................................................................................................

   .........................................................................................................................................................

    f  
2
3   ......................................  f 

2
3   ..........................................................................

    f (2)  .....................................  f (2)  ..........................................................................

	 	 	 ค่าสูงสุดสัมพัทธ์ของฟังก์ชันคือ  ....................................................................................................

	 	 	 ค่าต่ำาสูงสุดสัมพัทธ์ของฟังก์ชันคือ  ................................................................................................

	 	 	 เขียนกราฟได้ดังนี้

        

              

 

      

      

      

      

      

 

 

X

Y

0

2
3,  7

27

(2, 5)


2
3, 121

27
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  (5) f(x)  (x2
1)3

     (x2)3
3(x2)2

3x2
13

     x6
3x4

3x2
1

   f(x)  ............................................................................................................................

   f(x)  ............................................................................................................................

	 	 	 หาค่าวิกฤตของฟังก์ชันเมื่อ ...........................................................................................................

   ....................................................................

   ....................................................................

   ....................................................................

   ....................................................................

   ....................................................................

   ....................................................................

    f(0)  .............................................

    f(1)  .............................................    f(0)  ..............................................

    f(1)  ..............................................   f(1)  ..............................................

       f(1)  ..............................................

	 	 ค่าสูงสุดสัมพัทธ์ของฟังก์ชันคือ  ............................................................................................................

	 	 ค่าต่ำาสุดสัมพัทธ์ของฟังก์ชันคือ ............................................................................................................

   

 

 

 

 X

Y

1

01 1

1, ,

 หมายเหตุ 

 จุดเปลี่ยนความเว้า คือ จุดที่เชื่อมระหว่างเส้นโค้งเว้าขึ้นกับเส้นโค้งเว้าลง หรือในทาง 

กลับกัน ถ้าจุด (c, f(c)) เป็นจุดเปลี่ยนความเว้า แล้ว f(c)  0 หรือ f(c) หาค่าไม่ได้

	 ในข้อ (4) จากกราฟจะพบว่าจุดเปลี่ยนความเว้า ได้แก่

 f 
2
3   

2
3

3
2 

2
3

2
4 

2
3 3

   121
27

 f(2)  23
2(22)24(2)3

   5
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 3.	 จงหาช่วงที่ทำาให้ฟังก์ชันที่กำาหนดให้แต่ละข้อต่อไปนี้เป็นฟังก์ชันเพิ่มและเป็นฟังก์ชันลด พร้อมทั้ง

บอกค่าสูงสุดสัมพัทธ์และค่าต่ำาสุดสัมพัทธ์ของฟังก์ชัน

  (1)  f(x)  x2
6x9

    f(x)  ............................................. f(x)  .............................................

	 	 	 หาค่าวิกฤตของฟังก์ชันเมื่อ f(x)  0 f(.......)  .............................................

    .......................  f มีค่าต่ำาสุดสัมพัทธ์ที ่x  ..........................

     x  ............................	 และค่าต่ำาสุดสัมพัทธ์คือ  f(3)

	 	 	 ค่าวิกฤตของฟังก์ชันคือ ............................. f(3)  .............................................

      f(x)  0                     f(x)  0

3

   .............................................

	 	 	 ดังนั้น	f เป็นฟังก์ชันเพิ่มบนช่วง ....................................................................................................

    f เป็นฟังก์ชันลดบนช่วง ......................................................................................................

  (2)  f(x)  424x3x2
x3

    f(x)  ............................................. f(x)  .............................................

	 	 	 หาค่าวิกฤตของฟังก์ชันเมื่อ f(x)  ......... f(.......)  .............................................

   .................................................................... f(.......)  .............................................

   .................................................................... f มีค่าสูงสุดสัมพัทธ์ที ่x  ..........................

   ....................................................................	 และค่าสูงสุดสัมพัทธ์คือ  .............................

   .................................................................... f(.......)  .............................................

   ....................................................................   .............................................

	 	 	 ค่าวิกฤตของฟังก์ชันคือ .............................  f มีค่าต่ำาสุดสัมพัทธ์ที ่x  ..........................

      f(x)...............  f(x)...............  f(x)...............

 ....................... .......................

   	 และค่าต่ำาสุดสัมพัทธ์คือ .............................

        f(.......)  ....................................

          .............................................

   ดังนั้น  f เป็นฟังก์ชันเพิ่มบนช่วง ..............

      f เป็นฟังก์ชันลดบนช่วง

    ........................................................

    

   
																

 

 

 

 

 

( 	)
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 4.	 จงหาค่าสูงสุดสัมพัทธ์และค่าต่ำาสุดสัมพัทธ์ของฟังก์ชันต่อไปนี้

  (1)  f(x)  x2
4x8 (2)  f(x)  56xx2

    f(x)  ..............................................   f(x)   .............................................

	 	 	 หาค่าวิกฤตของฟังก์ชันเมื่อ f(x)  0	 	 หาค่าวิกฤตของฟังก์ชันเมื่อ f(x)  .........

   ....................................................................  ....................................................................

   ....................................................................  ....................................................................

	 	 	 ค่าวิกฤตของฟังก์ชันคือ .............................	 	 ค่าวิกฤตของฟังก์ชันคือ .............................

    f(2)  ..............................................   f(.......)  ..............................................

      ..............................................     ..............................................

    f(x)  ..............................................   f(x)  ..............................................

	 	 	 ค่าต่ำาสุดสัมพัทธ์ของฟังก์ชันคือ ................	 	 ค่าสูงสุดสัมพัทธ์ของฟังก์ชันคือ ................

  (3)  f(x)  x3
3x2

24x4 (4)  f(x)  x3
6x2

15x4

    f(x)  ..............................................   f(x)  ..............................................

	 	 	 หาค่าวิกฤตของฟังก์ชันเมื่อ f(x)  ....... 	 	 หาค่าวิกฤตของฟังก์ชันเมื่อ

   ....................................................................  ....................................................................

   ....................................................................  ....................................................................

   ....................................................................  ....................................................................

   ....................................................................  ....................................................................

   ....................................................................  ....................................................................

	 	 	 ค่าวิกฤตของฟังก์ชันคือ .............................	 	 ค่าวิกฤตของฟังก์ชันคือ .............................

    f(4)  (4)3
3(4)2

24(4)4   f(.......)  ..............................................

      ..............................................     ..............................................

    f(2)  23
3(2)2

24(2)4   f(.......)  ..............................................

      ..............................................     ..............................................

    f(x)  ..............................................   f(x)  ..............................................

    f(4)  ..............................................  f(.......)  ..............................................

    f(.......)  ..............................................  f(.......)  ..............................................

	 	 	 ค่าสูงสุดสัมพัทธ์ของฟังก์ชันคือ ................	 	 ค่าสูงสุดสัมพัทธ์ของฟังก์ชันคือ ................

	 	 	 ค่าต่ำาสุดสัมพัทธ์ของฟังก์ชันคือ ................	 	 ค่าต่ำาสุดสัมพัทธ์ของฟังก์ชันคือ ................

 

 

   

 

   

          

 

 

 

 

 

   

 

 

 

 

 

   

    

    

    

    

2
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 5. จงพิจารณากราฟของฟังก์ชัน  y  f(x)  เมื่อ  Df  {x|a  x  b}   

  (1)

	 	 	 ฟังก์ชัน  y  f(x) 	 มีค่าสูงสุดสัมบูรณ์ที ่ x  ......................................................................

	 	 	 	 	 	 	 	 มีค่าต่ำาสุดสัมบูรณ์ที ่ x  ......................................................................

	 	 	 	 	 	 	 	 มีค่าสูงสุดสัมพัทธ์ที ่ x  ......................................................................

	 	 	 	 	 	 	 	 มีค่าต่ำาสุดสัมพัทธ์ที ่ x  ......................................................................

  (2)

	 	 	 ฟังก์ชัน y  f(x)	 มีค่าสูงสุดสัมบูรณ์ที ่ x  ......................................................................

	 	 	 	 	 	 	 	 และคา่สงูสุดสมับรูณเ์ทา่กบั ...................................................................

	 	 	 ฟังก์ชัน y  f(x)	 มีค่าต่ำาสุดสัมบูรณ์ที ่x  ......................................................................

	 	 	 	 	 	 	 	 และค่าต่ำาสุดสัมบรูณ์เท่ากับ ..................................................................

y  f(x)

Y

X
0 c1a c2 c3 b

Y

X
0 c1a c2 c3 b

y  f(x)
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 6.	 จงหาค่าสูงสุดสัมบูรณ์และค่าต่ำาสุดสัมบูรณ์ของฟังก์ชันต่อไปนี้

  (1)  f(x)  x2
x6      บนช่วง [0, 2] 

    f′(x)  2x1

	 	 	 ถ้า	 f′(x)  0      จะได้	 2x1  0

       x  .........................................................................

	 	 	 ดังนั้น ค่าวิกฤตบนช่วงปิด [0, 2] คือ ..............................................................................................

	 	 	 คำานวณค่าของฟังก์ชันที ่x  ............  และจุดปลายช่วง [0, 2] คือ x  ............ และ x  ............

    f 1
2   ............................................................................................................................

    f(0)  ............................................................................................................................

    f(2)  ............................................................................................................................

	 	 	 ดังนั้น	  ค่าสูงสุดสัมบูรณ์ของฟังก์ชันคือ ....................................... 

	 	 	 และ	     ค่าต่ำาสุดสัมบูรณ์ของฟังก์ชันคือ ....................................... 

	 ค่าต่ำาสุดสัมบูรณ์ของฟังก์ชันเท่ากับค่าต่ำาสุดสัมพัทธ์ของฟังก์ชัน

 ขอ้สงัเกต

                           

          

               

2

2

12

4

6

4

X

Y

0 1 2 3

1
2,  25

4
(0, 6)

(2, 4)
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  (2)  f(x)  82xx2      บนช่วง [1, 2] 

    f′(x)  ............................................................................................................................

	 	 	 ถ้า	 f′(x)  0	 จะได้	 ......................................................................................................

        ......................................................................................................

	 	 	 ดังนั้น ค่าวิกฤตบนช่วงปิด [0, 2] คือ ..............................................................................................

	 	 	 คำานวณค่าของฟังก์ชันที ่ x  1  และจุดปลายช่วง [1, 2]    

	 	 	 คือ  x  ........... และ x  ...........

    .........................................................................

    .........................................................................

    .........................................................................

	 	 	 ดังนั้น	  ค่าสูงสุดสัมบูรณ์ของฟังก์ชันคือ .........................

	 	 	 และ	     ค่าต่ำาสุดสัมบูรณ์ของฟังก์ชันคือ ......................... 

	 ค่าสูงสุดสัมบูรณ์ของฟังก์ชันเท่ากับ ......................................................................................

 ขอ้สงัเกต

  (3)   f(x)  x3
6x2

15x24      บนช่วง [2, 6] 

    f′(x)  3x2
12x15

	 	 	 ถ้า	 f′(x)  0 จะได้	 ......................................................................................................

        ......................................................................................................

        ......................................................................................................

        ......................................................................................................

        ......................................................................................................

	 	 	 ดังนั้น  ค่าวิกฤตบนช่วงปิด [2, 6] คือ ..........................................................................................

	 	 	 คำานวณค่าของฟังก์ชันที ่x  .........................,  x  ........................ และจุดปลายช่วง [2, 6] คือ 

   x  .........................  และ x  .........................

    

    

    

2

6

10

1

4

8

X

Y

0 1 2

(1,	9)

(2,	8)

(1,	5)
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  .........................................................................................................................................................

  .........................................................................................................................................................

  .........................................................................................................................................................

  .........................................................................................................................................................

	 	 	 ดังนั้น	  คา่สงูสดุสมับรูณ์ของฟงักช์นัคอื ..........................................................................................

	 	 	 และ	     ค่าต่ำาสุดสัมบูรณข์องฟังก์ชันคือ ..........................................................................................

 2.8.3 โจทย์ปัญห�เกี่ยวกับค่�สูงสุดหรือค่�ต่ำ�สุด

	 หลักเกณฑ์ทั่วไปในการแก้โจทย์ปัญหามีขั้นตอนดังนี้

 1.	พิจารณาว่าโจทย์ต้องการหาค่าสูงสุดหรือค่าต่ำาสุด

 2.	กำาหนดฟังก์ชัน  y  f(x)  จากโจทย์

 3.	หาค่า dy
dx

 4.	ให ้ dy
dx  0  แล้วแก้สมการหาค่าวิกฤต

 5.	นำาค่าวิกฤตในข้อ 4 มาตรวจสอบว่าทำาให ้y มีค่าสูงสุดหรือค่าต่ำาสุดหรือไม่
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 แบบฝึกหัดที่ 2.8.3

 1.	 ถา้แปดเท่าของจำานวนจรงิจำานวนหนึง่ลบดว้ยกำาลงัสองของจำานวนจรงินัน้ทำาใหผ้ลตา่งมคีา่มากทีส่ดุ  

จงหาจำานวนจริงนั้น

  วิธีทำา ให้จำานวนจริงนั้นเป็น x

	 	 	 	 และ y เท่ากับแปดเท่าของ x ลบด้วย x2

	 	 	 	 จะได้	 y  ..............................................................................

      dy
dx  ...............................................................................

	 	 	 	 ถ้า dy
dx  0 จะได ้.......................................................................................................................

     ..................................................................................................................................................

	 	 	 	 ค่าวิกฤตของฟังก์ชันคือ ............................................................................................................

      d2y
dx2  ...............................................................................

	 	 	 	 นั่นคือ ค่าสูงสุดสัมพัทธ์ของฟังก์ชันที ่x  .................... เท่ากับ  ............................................

	 	 	 	 ดังนั้น จำานวนจริงนั้นคือ  .........................................................................................................

 2.	 ผลคูณของจำานวนจริงสองจำานวนเป็น 25 ถ้าผลบวกของกำาลังสองของแต่ละจำานวนมีค่าน้อยที่สุด 

จงหาจำานวนทั้งสอง

  วิธีทำา	 ให้จำานวนจริงจำานวนหนึ่งเป็น x

	 	 	 	 ผลคูณของจำานวนจริงทั้งสองเป็น 25

	 	 	 	 จะได้ จำานวนจริงอีกจำานวนคือ  ...............................................................................................

	 	 	 	 ให้ y เป็นผลบวกของกำาลังสองของแต่ละจำานวน

	 	 	 	 จะได้	 y  x2
 

25
x

2

        ...............................................................................

      dy
dx  ...............................................................................

	 	 	 	 ถ้า dy
dx  0 จะได้	 2x1,250x3  ...............................................................................

      ...........................................  ...............................................................................

      ...........................................  ...............................................................................

         ...........................................  ...............................................................................

      ...........................................  ...............................................................................
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      ...........................................  ...............................................................................

      ...........................................	หรือ	  ...............................................................................

	 	 	 	 จะได้	 x  ...................... 	หรือ	x   .......................................................................

      d2y
dx2  ...............................................................................

        ...............................................................................

	 	 	 	 ที่ x  5; d2y
dx2  2 .................   ..................................................

	 	 	 	 ที่ x  5; d2y
dx2  2 .................   ..................................................

    ..................................................................................................................................................

 3.	 มีลวดยาว 100 เซนติเมตร นำามาดัดเป็นรูปส่ีเหลี่ยมมุมฉากให้มีพื้นที่มากท่ีสุด จะต้องดัด 

ให้รูปสี่เหลี่ยมมุมฉากมีความกว้างและความยาวเท่าไร

  วิธีทำา	 ให้ดัดลวดเป็นรูปสี่เหลี่ยมมุมฉากดังรูป

    

a ซม.

x ซม.

		 	 ให้ด้านกว้างยาว x เซนติเมตร

	 	 	 	 	 	 	 	 ด้านยาวยาว a เซนติเมตร

	 	 	 	 	 	 	 	 เส้นรอบรูปยาว 100 เซนติเมตร

      2(xa)  100

       xa  .........................................................................

       a  .........................................................................

	 	 	 	 ให้พื้นที่รูปสี่เหลี่ยมมุมฉากเท่ากับ	 A  xa

	 	 	 	 แทนค่า a จะได้	 A  .........................................................................

      A  .........................................................................

	 	 	 	 ถ้า A′  0  จะได้	 502x  .........................................................................

      x  .........................................................................

	 	 	 	 ค่าวิกฤตของฟังก์ชันคือ ............................................................................................................

      A  .........................................................................

    A มีค่ามากที่สุดเมื่อ  x  ........................................................................................................

	 	 	 	 ดังนั้น  รูปสี่เหลี่ยมมุมฉากกว้าง .................... เซนติเมตร และยาว .................... เซนติเมตร
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4.	 บุญมีต้องการล้อมรั้วรอบที่ดินแปลงหนึ่งเป็นรูปสี่เหลี่ยมผืนผ้า โดยมีรั้วบ้านเป็นรั้วด้านหนึ่ง

ของที่ดินแปลงนี้ ถ้ามีรั้วยาว 400 เมตร และต้องการปลูกส้มในที่ดินแปลงนี้โดยใช้พื้นที่ทุกๆ

5 ตารางเมตรต่อต้นส้ม 1 ต้น จะปลูกส้มได้มากที่สุดกี่ต้น

  วิธีทำา

รั้วบ้าน

	 	 	 	 	 	 	 	 ให้ที่ดินแปลงนี้กว้าง	 	 	 	 	 	 	 	 ให้ที่ดินแปลงนี้กว้าง x เมตร

	 	 	 	 	 	 	 	 ที่ดินแปลงนี้ยาว	 	 	 	 	 	 	 	 ที่ดินแปลงนี้ยาวx	 	 	 	 	 	 	 	 ที่ดินแปลงนี้ยาวxx	 	 	 	 	 	 	 	 ที่ดินแปลงนี้ยาวx  4002x เมตร

	 	 	 	 	 	 	 	 ให้	 	 	 	 	 	 	 	 ให ้A 	 	 	 	 	 	 	 	 ให ้A 	 	 	 	 	 	 	 	 ให้ แทนพื้นที่ที่ล้อมรั้ว

      A   ...............................................................................

        ...............................................................................

    ..................................................................................................................................................

    ..................................................................................................................................................

    ..................................................................................................................................................

    ..................................................................................................................................................

..................................................................................................................................................

    ..................................................................................................................................................

เมื่อกำาหนดความยาวรอบรูปของรูปสี่เหลี่ยมมุมฉาก

รูปสี่เหลี่ยมนั้นจะมีพื้นที่มากที่สุดเมื่อรูปสี่เหลี่ยมนั้น

เป็นรูปสี่เหลี่ยมจัตุรัส

        A        A           ...............................................................................x(400 ............................................................................... ...............................................................................2x) ...............................................................................

                

      ..................................................................................................................................................dx..................................................................................................................................................

..................................................................................................................................................dx..................................................................................................................................................

    

        พื้นที่มากที่สุดเท่ากับ    ..................................................................................................................................................    พื้นที่มากที่สุดเท่ากับ....................................................................................................................................................................................................................................................................................................  20,000  ..................................................................................................................................................

..................................................................................................................................................ปลูกต้นส้มได้มากที่สุด....................................................................................................................................................................................................................................................................................................5....................................................................................................................................................................................................................................................................................................  4,000 ..................................................................................................................................................
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 5.	 ชายคนหนึ่งมีไม้ไว้ทำารั้วยาว 80 เมตร ต้องการล้อมบริเวณรูปสี่เหลี่ยมผืนผ้าพร้อมทั้งกั้นเป็น 4 ช่อง

เท่าๆ กัน ดังรูป จงหาพื้นที่มากที่สุดที่เขาจะล้อมรั้วได้

  วิธีทำา 

	 	 	 	 ให้ด้านกว้างของบริเวณรูปสี่เหลี่ยมเท่ากับ x เมตร

	 	 	 	 ด้านยาวของบริเวณเท่ากับ y เมตร

	 	 	 	 จากโจทย ์มีไม้กั้นรั้วยาว 80 เมตร

	 	 	 	 จากรูป จะได้	 5x2y   80

      y  ...............................................................................

	 	 	 	 ให้ A เป็นพื้นที่บริเวณที่ล้อมรั้ว

	 	 	 	 จะได้	 A  xy

      A  ...............................................................................

     ..................................................................................................................................................

    ..................................................................................................................................................

    ..................................................................................................................................................

    ..................................................................................................................................................

    ..................................................................................................................................................

    ..................................................................................................................................................

    ..................................................................................................................................................

xx x x

y

x
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 6.	 ในการสร้างรูปสามเหลี่ยมฐานโค้งซึ่งเป็นเซกเตอร์ของวงกลมให้มีความยาวรอบรูปเท่ากับ 20 

เซนติเมตร พื้นที่มากที่สุดของรูปสามเหลี่ยมฐานโค้งนี้เกิดขึ้นเมื่อรัศมีของวงกลมยาวเท่าไร

  วิธีทำา  

O

A

x x

B

       	 ให้ AOB เป็นรูปสามเหลี่ยมฐานโค้ง

	 	 	 	 	 	 	 	 ให ้OA  OB  x เซนติเมตร

	 	 	 	 	 	 	 	 ฐานส่วนโค้ง AB ยาว .......................... เซนติเมตร

	 	 	 	 	 	 	 	 ความยาวเส้นรอบวง .......................... เซนติเมตร

     
พื้นที่รูปสามเหลี่ยมฐานโค้ง AOB

พื้นที่วงกลม
  

ความยาวส่วนโค้ง AB

ความยาวเส้นรอบวงของวงกลม

	 	 	 	 ให้	 	 A
πx2  ...............................................................................

      A  ...............................................................................

      A  ...............................................................................

      dA
dx   ...............................................................................

    ..................................................................................................................................................

     ..................................................................................................................................................

    ดังน้ัน พ้ืนท่ีมากท่ีสุดของรูปสามเหล่ียมฐานโค้งน้ีเกิดข้ึนเม่ือรัศมีของวงกลมยาว

 7.	 ค่าใช้จ่ายในการผลิตสินค้าชนิดหนึ่งจำานวน x ช้ินต่อวัน เท่ากับ 1
4x2

35x25 บาท ถ้าขายช้ินละ 

50
x
2 บาท จะต้องผลิตสินค้าชนิดนี้วันละกี่ชิ้นจึงจะทำาให้ได้กำาไรมากที่สุด

  วิธีทำา	 จากโจทย์กำาหนด ค่าใช้จ่ายของโรงงานในการผลิตสินค้า  14x2
35x25  บาท

	 	 	 	 แสดงว่าต้นทุนการผลิตสินค้าวันละ  ............................................. บาท

	 	 	 	 ขายสินค้าชิ้นละ  50
x
2  บาท จำานวน  x  ชิ้น

	 	 	 	 ขายสินค้าได้เงินวันละ ........................... บาท

	 	 	 	 ให้ y แทนกำาไรที่ได้จากการขายสินค้า  x  ชิ้น

	 	 	 	 ดังนั้น	 y  ...............................................................................

        ...............................................................................

        ...............................................................................

      dy
dx  ...............................................................................
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    ..................................................................................................................................................

    ..................................................................................................................................................

     ..................................................................................................................................................

	 	 	 	 จาก  dy
dx  ....................จะได้	 d2y

dx2  ...............................................................................

	 	 	 ดังนั้น โรงงานจะต้องผลิตสินค้าวันละ ................................ ชิ้นจึงจะทำาให้ได้กำาไรมากที่สุด

 8.	 สมศักดิ์รับแผ่นซีดีภาพยนตร์มาขายครั้งละ 120 แผ่น ปรากฏว่าถ้าเขาขายแผ่นละ 40 บาท 

จะขายได้ทั้งหมด แต่ทุกครั้งที่เขาเพิ่มราคาขายอีกแผ่นละ 1 บาท เขาจะเหลือแผ่นซีดีครั้งละ 2 แผ่น  

นั่นคือ ถ้าขายซีดีแผ่นละ 41 บาท จะขายได ้118 แผ่น ถ้าขายซีดีแผ่นละ 42 บาท จะขายได ้116 แผ่น 

เช่นนี้เรื่อยไป ถ้าเขาต้องการขายให้ได้เงินมากที่สุด จะต้องขายแผ่นซีดีแผ่นละกี่บาท และได้เงิน

สูงสุดกี่บาท

  วิธีทำา	 ขายแผ่นละ  40  บาท 	 ขายได ้ 120  แผ่น

	 	 	 	 ขายแผ่นละ  401  บาท	 ขายได ้ 1202  แผ่น

	 	 	 	 ขายแผ่นละ  402  บาท	 ขายได ้ 1204  แผ่น

	 	 	 	 ถ้าขายแผ่นละ  40x  บาท	 ขายได ้.............................. แผ่น

	 	 	 	 ให้สมศักดิ์ขายซีดีภาพยนตร์แผ่นละ 40x บาท

	 	 	 	 เมื่อขึ้นราคาแผ่นละ x บาท จะขายได ้1202x แผ่น

	 	 	 	 ให้ขายซีดีภาพยนตร์ได้เงิน y บาท

	 	 	 	 จะได้	 y  (40x)(..............................)                         .....(1)

        4,800 ..................................................................

      dy
dx  ...............................................................................

    ..................................................................................................................................................

     ..................................................................................................................................................

    ..................................................................................................................................................

    ..................................................................................................................................................

    ..................................................................................................................................................
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 9. พ่อค้าซื้อข้าวสารมาราคาถุงละ 100 บาท ถ้าขายข้าวสารราคาถุงละ 160 บาท ในเวลา 1 เดือนจะขายได ้

1,000 ถุง แต่ถ้าเขาลดราคาลงถุงละ x บาท จะขายข้าวสารได้เพิ่มขึ้นอีกเดือนละ 100x ถุง เขาจะต้อง

ตั้งราคาขายข้าวสารราคาถุงละกี่บาทจึงจะทำาให้ขายได้กำาไรมากที่สุด

  วิธีทำา	 ให้พ่อค้าขายข้าวสารราคาถุงละ  160x  บาท

	 	 	 	 ใน 1 เดือน ขายข้าวสารได ้.............................................. ถุง

	 	 	 	 ขายข้าวสารได้เงิน  (160x)(1,000100x)  บาท

	 	 	 	 ขายข้าวสารได้กำาไร  ........................................................................................................  บาท

	 	 	 	 ให้ขายข้าวสารได้กำาไร y บาท

	 	 	 	 จะได้	 y   ...............................................................................  

     ..................................................................................................................................................

     ..................................................................................................................................................

     ..................................................................................................................................................     ..................................................................................................................................................

    ..................................................................................................................................................

    ..................................................................................................................................................

    ..................................................................................................................................................

    ..................................................................................................................................................

    ..................................................................................................................................................

 10.	 ถังทรงสี่เหลี่ยมมุมฉากไม่มีฝาปิดมีฐานกว้าง x เซนติเมตร ยาว y เซนติเมตร สูง x เซนติเมตร  

ถ้าโลหะที่ใช้ทำาถังใบนี้มีพื้นที่ 1,350 ตารางเซนติเมตร จงหาปริมาตรมากที่สุดของถังใบนี้

  วิธีทำา โลหะที่ใช้ทำาถังประกอบด้วยพื้นที่ผิวข้างและพื้นที่ก้นถังซึ่งเท่ากับ 2x2
3xy

        

      

      

      

      

      

    

      

    

    

x

yx
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	 	 	 	 จากโจทย์กำาหนด จะได้	 2x2
3xy  1,350

      3xy  ...............................................................................

      xy  ...............................................................................

      y  ...................................................                   .....(1)

	 	 	 	 ให้ถังมีปริมาตรเท่ากับ V

	 	 	 	 จะได้	 V  (xy)x                                                             .....(2)

        ...............................................................................

        ...............................................................................

      dV
dx   ...............................................................................

     

     ..................................................................................................................................................

     ..................................................................................................................................................

     ..................................................................................................................................................

     ..................................................................................................................................................

     ..................................................................................................................................................

     ..................................................................................................................................................

     ..................................................................................................................................................
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 2.9 ปฏิย�นุพันธ์และปริพันธ์ไม่จำ�กัดเขต 

 จุดประสงค์

	 นักเรียนสามารถหาปฏิยานุพันธ์และปริพันธ์ไม่จำากัดเขตของฟังก์ชันพีชคณิตที่กำาหนดให้ได้

 ทักษะและกระบวนการทางคณิตศาสตร์

 1.	 การแก้ปัญหา

 2.	 การสื่อสารและการสื่อความหมายทางคณิตศาสตร์

 3.	 การเชื่อมโยง

 4.	 การให้เหตุผล

 5.	 การคิดสร้างสรรค์

 ปฏิย�นุพันธ์ (antiderivative)

บทนิยามบทนิยาม

	 ฟังก์ชัน F เป็นปฏิยานุพันธ์หนึ่งของฟังก์ชัน f ถ้า F(x)  f(x) สำาหรับทุกค่าของ x ที่อยู่ใน

โดเมนของ f

	 ให้	 	 f(x)  2x

	 พิจารณาฟังก์ชัน	 F1(x)  x2	 จะได้    F1(x)    2x

   F2(x)  x2
5	 จะได ้   F2(x)    2x

   F3(x)  x2


1
2	 จะได ้   F3(x)    2x

 F1,  F2,  F3  ต่างเป็นปฏิยานุพันธ์ของ  f(x)  2x

	 	 ถ้าให้	 F(x)  x2
c	 เมื่อ c เป็นค่าคงตัว

	 	 จะได้	 F(x)  2x

	 	 ดังนั้น	 F(x)  x2
c	 เมือ่ c เป็นคา่คงตัว เป็นรูปทัว่ไปของปฏยิานพุนัธข์อง  

f(x)  2x
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 ปริพันธ์ไม่จำ�กัดเขต (undefinite integral)

	 รูปท่ัวไปของปฏิยานุพันธ์ของฟังก์ชัน f เขียนแทนด้วยสัญลักษณ์ ∫f(x)dx อ่านว่า “ปริพันธ์ 

ไม่จำากัดเขตของฟังก์ชัน f เทียบกับตัวแปร xˮ

 หมายเหตุ 

 1.	 ปริพันธ์ไม่จำากัดเขตของฟังก์ชัน f คือปฏิยานุพันธ์ของ f

 2.	 เรียกกระบวนการหา ∫f(x)dx ว่า “การหาปริพันธ์ˮ	∫ เป็นเคร่ืองหมาย “ปริพันธ์ˮ	 

  เรียก f(x) ว่า “ปริพัทธ์ˮ	และ dx เป็นสัญลักษณ์ที่บอกว่าการหาปริพันธ์นี้เทียบกับ 

	 	 ตัวแปร x

สูตรเกี่ยวกับการหาปริพันธ์

 1. ∫kdx  kxc  เมื่อ k และ c เป็นค่าคงตัว

 2. ∫xndx  x
n1

n1c  เมื่อ c เป็นค่าคงตัว  และ n  1

 3. ∫kf(x)dx  k∫f(x)dx  เมื่อ k เป็นค่าคงตัว  และ f(x) มีปริพันธ์

 4. ∫[f(x)g(x)]dx    ∫f(x)dx∫g(x)dx

 5. ∫[f(x)g(x)]dx    ∫f(x)dx∫g(x)dx

ตัวอย่างที ่1 	 จงหา  

   (1)  ∫3dx (2) ∫x3dx

   (3)  ∫ 1
x

dx (4) ∫ 43x
1
3dx

   (5)  ∫(2x3x2)dx (6) ∫ x x 
5
3x

2
3  dx

วิธีทำา (1)  ∫3dx  ตอบ

 (2)  ∫x3dx  

     ตอบ
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 (3)  ∫ 1
x

dx  

     

     

       ตอบ

 (4)  ∫ 43x
1
3dx  

     

     

     ตอบ

 (5)  ∫(2x3x2)dx  

     

     

     

     ตอบ

 (6)  ∫ x x 
5
3x

2
3  dx  

     

     

     ตอบ
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 ปริพันธ์ของฟังก์ชันในรูป (ax+b)
n

	 จาก  d
dx(axb)n1    (n1)(axb)n

a

	 ดังนั้น  ∫(n1)(axb)n
adx    (axb)n1

   

	 นั่นคือ	 ∫(axb)ndx  
(axb)n1

a(n1) c

ตัวอย่างที ่2 	 จงหา  ∫(3x2)2dx

วิธีทำา   ∫(3x2)2dx  

     

       ตอบ

ตัวอย่างที ่3 	 จงหา  ∫ 1
5x1

 dx

วิธีทำา   ∫ 1
5x1

 dx  

     

     

     ตอบ
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 แบบฝึกหัดที่ 2.9

 1.	 จงหาปฏิยานุพันธ์ของฟังก์ชันที่กำาหนดต่อไปนี้

  (1) f(x)    1
x3

1
x2

   วิธีทำา f(x)  1
x3

1
x2	 จะหา  F(x)  ที่  F(x)  x3

x2

     ให้ F1(x)  x2
x1	 จะได ้ F1(x)  ..............................................

     F2(x)  ..................................	 จะได ้ F2(x)  ..............................................

       ..................................   ..............................................

     ดังนั้น  ปฏิยานุพันธ์ของ	 f(x)  1
x3

1
x2

                                               คือ F(x)  ...............................................................................

  (2) f(x)    x3
x2

x

   วิธีทำา f(x)  ......................	 จะหา  F(x)  ที่  F(x)  ..............................................

     ให้ F1(x)  ......................	 จะได ้ F1(x)  ..............................................

     F2(x)  ..................................	 จะได ้ F2(x)  ..............................................

          ..............................................

     ดังนั้น  ปฏิยานุพันธ์ของ	 f(x)  x3
x2

x

                                               คือ F(x)  ...............................................................................

  (3) f(x)    3
x4

4
x3

2
x

   วิธีทำา f(x)  ......................	 จะหา  F(x)  ที่  F(x)  3x4
4x3

2x1
2

    	 ให้ F1(x)  ......................	 จะได ้ F1(x)  ..............................................

     F2(x)  ..................................	 จะได ้ F2(x)  ..............................................

       ..................................   ..............................................

     ดังนั้น  ปฏิยานุพันธ์ของ	 f(x)  ...............................................................................

                                               คือ F(x)  ...............................................................................
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 2.	 จงหาปริพันธ์ไม่จำากัดเขตต่อไปนี ้เมื่อ c เป็นค่าคงตัว

  (1) ∫7dx  .............................................. (2) ∫x2dx  ..............................................

  (3) ∫4
5dx  .............................................. (4) ∫x

1
3dx  ..............................................

  (5) ∫x5dx  .............................................. (6) ∫xdx  ..............................................

  (7) ∫ 3
x4 dx   (8) ∫4x3dx

    3∫x4dx   4∫x3dx

    3 x41

41 c   ............................................................

    .............................................................   .............................................................

    .............................................................   .............................................................

  (9) ∫5 x23 dx (10) ∫2 x4 dx

    5∫x
2
3dx   2∫x

1
4dx

    .............................................................   .............................................................

    .............................................................   .............................................................

         (11) ∫ 5
1
x

 dx (12) ∫ 1
x3

1
x5  dx

    ∫5dx∫x1
2dx   ∫x3dx∫x5dx

    .............................................................   .............................................................

    .............................................................   .............................................................

         (13) ∫(2x3
5x2

3x1)dx (14) ∫(4x3
3x2

2x6)dx

    2∫x3dx5∫x2dx3∫xdx∫dx   .............................................................

    .............................................................   .............................................................

    .............................................................   .............................................................
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         (15) ∫(46t25t4)dt (16) ∫(2t3)2dt

    ∫4dt6∫t2dt5∫t4dt   ∫(4t212t9)dt

    4t6t3

3 
5t5

5 c   .............................................................

    .............................................................   .............................................................

         (17) ∫ 3x2
2x1

x
 dx (18) ∫(3x2)(2x)dx

    ∫(3x21
22x11

2x1
2)dx   ∫(3x2

4x4)dx

    3∫x
3
2dx2∫x

1
2dx∫x1

2dx   .............................................................

    .............................................................   .............................................................

    .............................................................   .............................................................

         (19) ∫(42t2)2dt (20) ∫ x 
1
x

2
 dx

    .............................................................   .............................................................

    .............................................................   .............................................................

    .............................................................   .............................................................

    .............................................................   .............................................................

 3.	 จงหาปริพันธ์ไม่จำากัดเขตของฟังก์ชันในรูป (axb)n ต่อไปนี ้เมื่อ c เป็นค่าคงตัว

  (1) ∫(2x1)3dx (2) ∫(25x)4dx

    (2x1)4

2(4) c   .............................................................

    .............................................................   .............................................................
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  (3) ∫ 7x3 dx (4) ∫ 34x3  dx

    ∫(7x3)
1
2dx   .............................................................

    .............................................................   .............................................................

    .............................................................   .............................................................

	 ให้  u  g(x)  สำาหรับฟังก์ชัน g หาอนุพันธ์ได้ที ่x

	 ถ้า n เป็นจำานวนตรรกยะ และ n  1 แล้ว ∫undu  
un1

n1c เมื่อ c เป็นค่าคงตัว

ตัวอย่างที ่4 	 จงหา  ∫(2x3
3)7x2dx

วิธีทำา	 ให้	 	 u  

   du
dx  

   du  

   1
6du  

   ∫(2x3
3)7x2dx  

     

     

      ตอบ

เราเรียกวิธีการในตัวอย่างที ่4 ว่า 

“การหาปริพันธ์ไม่จำากัดเขตโดยวิธีแทนค่าตัวแปรˮ
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 4.	 จงหาปริพันธ์ไม่จำากัดเขตต่อไปนี้โดยวิธีแทนค่าตัวแปร เมื่อ c เป็นค่าคงตัว

  (1) ∫(42x2)7xdx

   วิธีทำา	 ให้	 u  

      du
dx  

      
1
4du  

      ∫(42x2)7xdx  

        

        

        

  (2) ∫ x
x1

 dx

   วิธีทำา	 ให้	 u  

      du  

	 	 	 	 	 และ	 x  

      ∫ x
x1

 dx  

        

        

        

        

 5.	 เส้นโค้งเส้นหนึ่งผ่านจุด  (1, 1)  และ ณ จุดนี้เส้นโค้งมีความชัน  3x2
4x1  จงหาสมการเส้นโค้ง

  วิธีทำา	 ให้ความชันของเส้นโค้ง  y  f(x)  คือ  f(x)

   	 จากโจทย์กำาหนด จะได้	 f(x)  

      f(x)  

      f(x)  
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   	 เนื่องจาก	 f(1)  

   	 จะได้	 1  

      c  

   	 ดังนั้น  สมการเส้นโค้งคือ y  

 6.	 กำาหนดให ้ dy
dx  2x

2
x3  และ  y  4  เมื่อ  x  1  จงหาค่าของ  y  เมื่อ  x  2

  วิธีทำา	 จากโจทย์กำาหนด dy
dx  

        

      y  

        

        

   	 แทน  y  4  และ  x  1  เพื่อหาค่าของ  c

      4  

      c  

   	 จะได้ y  

   	 ดังนั้น  เมื่อ  x  2  จะได้	 y  

        

 7.	 กำาหนดให ้ f(x)  3x2  และ  f(1)  f(1)   3  จงหา  f(x)

  วิธีทำา	 จาก		 f(x)  3x2

      f(x)  ∫(3x2)dx

      f(x)  3
2x2

2xc1                                                  .....(1)

   	 จากโจทย์กำาหนดให ้ f(1)   ...............................................................................

   	 จะได้   ..........................  3
2(1)2

2(1)c1

      32
3
2   ...............................................................................

      c1  ...............................................................................

c1
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   	 จาก (1);   f(x)  ...............................................................................

      f(x)  ...............................................................................

        ...............................................................................

   	 จากโจทย์กำาหนดให ้ f(1)   ...............................................................................

   	 จะได้   3  1
2(1)3

12


7
2(1)c2

      3
1
21

7
2   ...............................................................................

      ..........................  0

   	 ดังนั้น	 f(x)  ...............................................................................

 8.	 เส้นโค้งเส้นหนึ่งผ่านจุด (2, 0) และความชันของเส้นโค้ง ณ จุด (x, y) ใดๆ เท่ากับ x2
2x สำาหรับ 

ทุกค่าของ x จงหาสมการเส้นโค้งและหาค่าสูงสุดสัมพัทธ์และค่าต่ำาสุดสัมพัทธ์

  วิธีทำา ให้  y  f(x)  เป็นสมการเส้นโค้ง

   	 จากโจทย์กำาหนด f(x)   ...............................................................................

      f(x)   ...............................................................................

         ...............................................................................

         ...............................................................................

   	 เส้นโค้งผ่านจุด (2, 0) จะได้	 f(2)   ...............................................................................

   	 แทนค่าจะได ้ 0   ...............................................................................

      c   ...............................................................................

    สมการเส้นโค้งคือ	 y   ...............................................................................

    หาค่าวิกฤตที่	 f(x)  0

   	 ดังนั้น   ..................  0

     ..................................................................................................................................................

                                       x    0 		หรือ	x2    0

      x    ......	หรือ	      x    ......

    ค่าวิกฤตของฟังก์ชันคือ  ...........................................................................................................
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   	 จาก  f(x)  x2
2x จะได้	 f(x)  ...............................................................................

      f(0)  ...............................................................................

      f(2)  ...............................................................................

   	 ดังนั้น  ค่าสูงสุดสัมพัทธ์คือ  .....................................................................................................

   	 และค่าต่ำาสุดสัมพัทธ์คือ  ..........................................................................................................

 9.	 เส้นโค้ง y  f(x) ผ่านจุด (0, 2) และความชันของเส้นโค้ง ณ จุด (x, y) ใดๆ เท่ากับ 3x2
4x1  

จงหาพิกัดของจุดที่เส้นโค้งตัดแกน X

  วิธีทำา จากโจทย์กำาหนด f(x)  ...............................................................................

      f(x)  ...............................................................................

        ...............................................................................

        ...............................................................................

   	 เส้นโค้งผ่านจุด (0, 2) จะได้	 f(0)  ...............................................................................

   	 แทนค่าจะได ้ 2  ...............................................................................

      c  ...............................................................................

    สมการเส้นโค้งคือ	 y  ...............................................................................

    เส้นโค้งตัดแกน X เมื่อ	 y  ...............................................................................

   	 จะได้ x3
2x2.....................  

      x2(x2).....................  0

      (x2)(..................)  0

      (x2).....................  0

      x2  0 หรือ ..................  หรือ  ...................

      x  2	หรือ	x  ...........  หรือ  x  ...........

   	 ดังนั้น  เส้นโค้งตัดแกน X ที่จุด ...............................................................................................
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 10.	 ในขณะเวลา t ใดๆ วัตถุชิ้นหนึ่งเคลื่อนที่ด้วยความเร่ง t24t เมตรต่อวินาที2 ขณะที่เริ่มต้นจับเวลา

วัตถุชิ้นนี้เคลื่อนที่ด้วยความเร็ว 4 เมตรต่อวินาท ีและได้ระยะทาง 6 เมตร  จงหา

  (1)	 ความเร็วของวัตถุขณะเวลา  t  3  วินาท ี

  (2)	 ระยะทางที่วัตถุเคลื่อนที่เมื่อเวลาผ่านไป  3  วินาที

  วิธีทำา (1) จากโจทย์กำาหนด  ความเร่ง	a  t24t

      a  
dv
dt   t24t

    	 ความเร็ว v  ...............................................................................

      v  ...............................................................................

   	 	 เมื่อ  t  0, v  4  จะได้	 c1  ...............................................................................

     จะได้	 v  ...............................................................................

   	 	 ดังนั้น  เมื่อ t  3 ความเร็วของวัตถุเท่ากับ ............................................. เมตรต่อวินาที

    (2)	 ระยะทาง	 s  ∫vdt

      s  ...............................................................................

      s  ...............................................................................

      s  ...............................................................................

   	 	 เมื่อ  t  0, s  6  จะได้	 c2  ...............................................................................

    	 จะได้ s  ...............................................................................

   	 	 เมื่อ  t  3;   s  ...............................................................................

        ...............................................................................

   	 	 ดังนั้น  ระยะทางที่วัตถุเคลื่อนที่เมื่อเวลาผ่านไป 3 วินาที เท่ากับ ........................ เมตร
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 2.10 ปริพันธ์จำ�กัดเขต 

 จุดประสงค์

	 นักเรียนสามารถหาปริพันธ์จำากัดเขตของฟังก์ชันพีชคณิต และนำาไปใช้แก้ปัญหาได้

 ทักษะและกระบวนการทางคณิตศาสตร์

 1.	 การแก้ปัญหา

 2.	 การสื่อสารและการสื่อความหมายทางคณิตศาสตร์

 3.	 การเชื่อมโยง

 4.	 การให้เหตุผล

 5.	 การคิดสร้างสรรค์

ทฤษฎีบทหลักมูลแคลคูลัสทฤษฎีบทหลักมูลแคลคูลัสทฤษฎีบทหลักมูลแคลคูลัส

 กำาหนด f เป็นฟังก์ชันต่อเนื่องบนช่วง [a, b] 

	 ถ้า F เป็นปฏิยานุพันธ์ของฟังก์ชัน f 

    ∫
b

a
f(x)dx  F(b)F(a)

การหาปริพันธ์จำากัดเขต	(defi	nite	integral)

 ∫
b

a
f(x)dx

 1. หาปฏิยานุพันธ ์F(x) ของ f(x) คือ ∫f(x)dx

 2. หา F(b)F(a) คือ ∫
b

a
f(x)dx
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ตัวอย่างที ่1 	 จงหา  ∫
2

0
x2dx

วิธีทำา   ∫
2

0
x2dx  x3

3  
2

0

     23

3 
03

3

     8
3 ตอบ

ตัวอย่างที ่2 	 จงหา  ∫
2

1
(x2

2x)dx

วิธีทำา   ∫
2

1
(x2

2x)dx  x3

3 
2x2

2  
2

1

     x3

3 x2  
2

1

     23

3 22


13

3 12

     8
34

1
31

     16
3  ตอบ

 แบบฝึกหัดที่ 2.10

 1.	 จงหาปริพันธ์จำากัดเขตต่อไปนี้

  (1) ∫
4

1
x2dx (2) ∫

1

0
x3dx

    
x3

3  
4

1
   ............................................................

    
43

3 
13

3    ............................................................

    ............................................................   ............................................................

    ............................................................   ............................................................

x4

4  
1

0
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  (3) ∫
27

1
x

1
3dx (4) ∫

2

1

1
x3dx

    
x

4
3

4
3

 
27

1

   ∫
2

1
x3dx

    
3
4x

4
3 

27

1
   ............................................................

    ............................................................   ............................................................

    ............................................................   ............................................................

    ............................................................   ............................................................

    ............................................................   ............................................................

  (5) ∫
9

4
x1

2dx (6) ∫
8

1
2x1

3dx

    ............................................................   ............................................................

    ............................................................   ............................................................

    ............................................................   ............................................................

    ............................................................   ............................................................

    ............................................................   ............................................................

  (7) ∫
3

1
(43xx3)dx (8) ∫

4

1
(x1)(2x1)dx

    ............................................................   ............................................................

    ............................................................   ............................................................

    ............................................................   ............................................................

    ............................................................   ............................................................
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  (9) ∫
2

1
(x2)(x3)dx (10) ∫

2

1

x3
1
x2  dx

    ............................................................   ............................................................

    ............................................................   ............................................................

    ............................................................   ............................................................

    ............................................................   ............................................................

         (11) ∫
2

1

2x3
1

x3  dx (12) ∫
4

1

x2
1
x2  dx

    ............................................................   ............................................................

    ............................................................   ............................................................

    ............................................................   ............................................................

    ............................................................   ............................................................

         (13) ∫
4

1

2 x
x2  dx (14) ∫

2

1
32x2


4
x3  dx

    ............................................................   ............................................................

    ............................................................   ............................................................

    ............................................................   ............................................................

    ............................................................   ............................................................
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         (15) ∫
4

0

dx
2x1

 (16) ∫
14

1

dx
2x13

    ............................................................   ............................................................

    ............................................................   ............................................................

    ............................................................   ............................................................

    ............................................................   ............................................................

    ............................................................   ............................................................

    ............................................................   ............................................................

         (17) ∫
1

1

1x
x3  dx (18) ∫

3

0
(x1)3dx

    ............................................................   ............................................................

    ............................................................   ............................................................

    ............................................................   ............................................................

    ............................................................   ............................................................

    ............................................................

 2.	 กำาหนดให ้ ∫
4

0
g(x)dx  6  จงหา

  (1) ∫
4

0
2g(x)dx (2) ∫

0

4
g(x)dx

    ............................................................   ............................................................

    ............................................................   ............................................................

    ............................................................   ............................................................
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  (3) ∫
4

0
[g(x)2]dx (4) ∫

0

4
[g(x)1]dx

    ............................................................   ............................................................

    ............................................................   ............................................................

    ............................................................   ............................................................

    ............................................................   ............................................................

    ............................................................   ............................................................

 3.	 กำาหนดให ้ ∫
3

0
g(x) 5  จงหา

  (1) ∫
3

0
[xg(x)]dx (2) ∫

3

0
[2g(x)]dx

    ............................................................   ............................................................

    ............................................................   ............................................................

    ............................................................   ............................................................

    ............................................................   ............................................................

  (3) ∫
3

0

1
2g(x)dx (4) ∫

0

3
g(x)dx

    ............................................................   ............................................................

    ............................................................   ............................................................

    ............................................................   ............................................................
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 2.11 พื้นที่ที่ป�ดล้อมด้วยเส้นโค้ง 

 จุดประสงค์

	 นักเรียนสามารถหาพื้นที่ที่ปิดล้อมด้วยเส้นโค้งที่กำาหนดให้ได้

 ทักษะและกระบวนการทางคณิตศาสตร์

 1.	 การแก้ปัญหา

 2.	 การสื่อสารและการสื่อความหมายทางคณิตศาสตร์

 3.	 การเชื่อมโยง

 4.	 การให้เหตุผล

 5.	 การคิดสร้างสรรค์

ทฤษฎีบททฤษฎีบททฤษฎีบท 11 11

 เมื่อ f เป็นฟังก์ชันต่อเนื่องบนช่วง [a, b] และ A เป็นพื้นที่ที่ปิดล้อมด้วยกราฟของ f 

จาก x  a  ถึง x  b  

 1.	 ถ้า f(x)  0 สำาหรับทุกค่าของ x ที่อยู่ในช่วง [a, b] และ A เป็นพื้นที่เหนือแกน X 

	 	 แล้ว A  ∫
b

a
f(x)dx

 2.	 ถ้า f(x)  0 สำาหรับทุกค่าของ x ที่อยู่ในช่วง [a, b] และ A เป็นพื้นที่ใต้แกน X แล้ว 

  A   ∫
b

a
f(x)dx

 บริเวณที่อยู่เหนือแกน X

0 a b

Y

X 0 a b

Y

X
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 บริเวณที่อยู่ใต้แกน X

0
a b

Y

X 0a b

Y

X

ตัวอย่างที ่1 	 จงหาพื้นที่ที่ปิดล้อมด้วยกราฟของ  y  x2  จาก  x  1  ถึง  x  2

วิธีทำา 

	 	 	 ให้  A  แทนพื้นที่ที่ปิดล้อมด้วยกราฟของ 

   y  x2  จาก x  1 ถึง x  2 

	 	 	 เนื่องจาก f (x)  0  สำาหรับทุก  x  [1, 2]

	 	 จะได้	 A  ∫
2

1
x2dx

     x3

3  
2

1

     8
3

1
3

     7
3    ตารางหน่วย	 ตอบ

0 1 2

Y

X

y  x2
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ตัวอย่างที ่2 	 จงหาพื้นที่ที่ปิดล้อมด้วยกราฟของ  f(x)  x2
2x8  จาก  x  1  ถึง  x  2

วิธีทำา 

	 	 	 กราฟของ  f  เป็นพาราโบลาหงาย

	 	 	 ให้ A แทนพื้นที่ที่ปิดล้อมด้วยกราฟของ 

   y  x2
2x8  จาก x  1 ถึง x  2 

	 	 	 เนื่องจาก f(x)  0 สำาหรับทุก x  [1, 2]

	 	 	 จะได้	 A   ∫
2

1
(x2

2x8)dx

      
x3

3 x2
8x  

2

1

      
8
3416  

1
318

      24    ตารางหน่วย             ตอบ

 แบบฝึกหัดที่ 2.11

 1.	 จงหาพื้นที่ที่ปิดล้อมด้วยกราฟของ  y  x2  จาก x  2 ถึง x  0

  วิธีทำา 

	 	 	 	 	 ให้ A แทนพื้นที่ที่ปิดล้อมด้วยกราฟของ

     y  ................ จาก x  ................ ถึง x  ................

	 	 	 	 	 เนื่องจาก f(x)  .............. สำาหรับทุก x  [..............]

	 	 	 	 	 จะได้	 A  ∫
0

2
x2dx

        ........................................................

        ........................................................

        ........................................................

0
1 2

Y

X

y  x2
2x8

0

Y

X
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 2.	 จงหาพื้นที่ที่ปิดล้อมด้วยกราฟของ  y  x2  จาก x  0 ถึง x  3

  วิธีทำา 

	 	 	 	 	 ให้ A แทนพื้นที่ที่ปิดล้อมด้วยกราฟของ

     y  ................ จาก x  ................ ถึง x  ................

	 	 	 	 	 เนื่องจาก f(x) ................. สำาหรับทุก x  [................]

	 	 	 	 	 จะได้	 A   ∫
3

0
x2dx

        ........................................................

        ........................................................

        ........................................................

 3.	 จงหาพื้นที่ที่ปิดล้อมด้วยกราฟของ  y  4x2  และแกน  X

  วิธีทำา 

	 	 	 	 	 กราฟของ  y  4x2  ตัดแกน  X  เมื่อ  y  0 

      4x2  0

      (2x)(2x)  0

      2x  0 หรือ 2x  0

      x  2 หรือ      x  2

	 	 	 	 	 ให้ A แทนพื้นที่ที่ปิดล้อมด้วยกราฟของ

     y  ................ จาก x  ................ ถึง x  ................

	 	 	 	 	 เนื่องจาก f(x)  .............. สำาหรับทุก x  [..............]

	 	 	 	 	 จะได้	 A  ∫
2

2
(4x2)dx

        ........................................................

        ........................................................

        ........................................................

        ........................................................

0

Y

X
      

          

0

Y

X
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 4.	 จงหาพื้นที่ที่ปิดล้อมด้วยกราฟของ  y  x2
5x6  และแกน  X

  วิธีทำา 

	 	 	 	 	 กราฟของ y  x2
5x6 ตัดแกน X เมื่อ y  ...........

      x2
5x6  0

      (x2)(x3)  0

      x2  0 หรือ x3  0

      x  2 หรือ      x  3

	 	 	 	 	 ให้ A แทนพื้นที่ที่ปิดล้อมด้วยกราฟของ

     y  ...................... จาก x  ............. ถึง x  .............

	 	 	 	 	 เนื่องจาก f(x) ................. สำาหรับทุก x  [................]

	 	 	 	 จะได้	 	 A  ...............................................................................

        ...............................................................................

        ...............................................................................

        ...............................................................................

 5.	 จงหาพื้นที่ที่ปิดล้อมด้วยกราฟของ  y  x3
  แกน  X  และเส้นตรง  x  1

  วิธีทำา 

	 	 	 	 	 ให้ A แทนพื้นที่ที่ปิดล้อมด้วยกราฟของ

     y  ...................... จาก x  ............. ถึง x  .............

	 	 	 	 	 เนื่องจาก f(x) ................. สำาหรับทุก x  [................]

	 	 	 	 	 จะได้	 A  ........................................................

        ........................................................

        ........................................................

        ........................................................

         			

        

Y

X

      

        

0 32

Y

X
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 6.	 จงหาพื้นที่ที่ปิดล้อมด้วยกราฟของ  y  (3x)(2x)  และแกน  X  

  วิธีทำา 

	 	 	 	 	 ให้ A แทนพื้นที่ที่ปิดล้อมด้วยกราฟของ

     y  ...................... จาก x  ............. ถึง x  .............

	 	 	 	 	 เนื่องจาก f(x) ................. สำาหรับทุก x  [................]

	 	 	 	 	 จะได้	 A  ........................................................

        ........................................................

   ........................................................

        ........................................................

 7.	 กำาหนดสมการเส้นโค้ง  y  x(x1)(x2)  จงหาพื้นที่ที่ปิดล้อมด้วยเส้นโค้งและแกน  X  

  วิธีทำา 

	 	 	 	 	 จากสมการเส้นโค้ง  y  x(x1)(x2)

   	 	 ตัดแกน  X  ที่  x  0,  x  1  และ  x  2

      A1  ∫
1

0
x(x1)(x2)dx

        ∫
1

0
(x3

3x2
2x)dx

        ........................................................

        ........................................................

        .................................. ตารางหน่วย

    A2   ∫
2

1
(x3

3x2
2x)dx

      ..................................................................................................................................

      ..................................................................................................................................

      ............................................................................................................ ตารางหน่วย

	 	 	 	 ดังนั้น  พื้นที่ที่ปิดล้อมด้วยเส้นโค้ง y  x(x1)(x2) และแกน X เท่ากับ 

    ............................................................................................................................. ตารางหน่วย

0

Y

X

          

                       

0 1 2

Y

X
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 8.	 กำาหนดสมการเส้นโค้ง  y  x2
5x4  จงหาพื้นที่  A1, A2  และ  A3  เมื่อ

         

0

Y

X

     A1 เป็นบริเวณที่ปิดล้อมด้วยเส้นโค้ง  

      y  x2
5x4  แกน  X  และแกน  Y

     A2 เป็นบริเวณที่ปิดล้อมด้วยเส้นโค้ง  

      y  x2
5x4  แกน  X  

     A3 เป็นบริเวณที่ปิดล้อมด้วยเส้นโค้ง  

      y  x2
5x4  แกน X และเส้นตรง x  5

  วิธีทำา	 เส้นโค้ง  y  x2
5x4  ตัดแกน  X  เมื่อ  x  1  และ  x  4

      A1  ...............................................................................

        ...............................................................................

        ...............................................................................

        ...............................................................................

      A2  ...............................................................................

        ...............................................................................

        ...............................................................................

        ...............................................................................

      A3  ...............................................................................

        ...............................................................................

        ...............................................................................

        ...............................................................................
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พื้นที่ระหว่�งเส้นโค้งสองเส้น

0 a

A

f(x)

g(x)

b

Y

X

    A    พื้นที่ใต้เส้นโค้ง  f(x)พื้นที่ใต้เส้นโค้ง  g(x)  จาก  x  a  ถึง  x  b

 ดังนั้น	 A    ∫
b

a
[f(x)g(x)]dx

 9.	 จงหาพื้นที่ที่ปิดล้อมด้วยเส้นโค้ง  y  4x2  และ  y  x2
2x

	 	 	 	 	 หาจุดตัดของเส้นโค้ง

      y  4x2                           .....(1)

      y  x2
2x                         .....(2)

     (1)  (2); 4x2  x2
2x

      0  2x2
2x4

      x2
x2  0

      (x1)(x2)  0

      x1      0 หรือ x2  0

      x  1 หรือ      x  2

	 	 	 	 	 ดังนั้น	 A  ∫
2

1
[(4x2)(x2

2x)]dx

        ∫
2

1
[(2x2

2x4)dx

        .............................................

        .............................................

        .............................................

0	 	

Y

X
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 10.	 จงหาพื้นที่ที่ปิดล้อมด้วยเส้นโค้ง  y  x2
6x2  และ  y  2x

  วิธีทำา 

	 	 	 	 หาจุดตัดของเส้นโค้ง  y  x2
6x2  และเส้นตรง  y  2x

      x2
6x2  2x

      x2
5x  0

      x(x5)  0

     ...................................................................................................................................................

     ...................................................................................................................................................

	 	 	 	 พื้นที่ที่ปิดล้อมด้วยเส้นโค้ง  y  x2
6x2  และเส้นตรง  y  2x  คือ

      A  ∫
5

0
[(2x)(x2

6x2)]dx

        ...............................................................................

        ...............................................................................

        ...............................................................................

        ...............................................................................

0

Y

X
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 สรุป

ลิมิตและคว�มต่อเนื่องของฟังก์ชัน
 ลิมิตของฟังก์ชัน คือ การพิจารณาค่าของฟังก์ชัน y  f(x) ว่า “เมื่อ x มีค่าเข้าใกล้จำานวนจริงค่าใดค่าหน่ึง แล้วฟังก์ชัน f(x)  

จะมีค่าเข้าใกล้ค่าใด”

	 ความต่อเนื่องของฟังก์ชัน คือ การพิจารณาว่ากราฟของฟังก์ชันขาดตอน ณ จุดนั้นหรือไม่ ซึ่งพิจารณาได้ 2 วิธี คือ จากกราฟ 

และจากทฤษฎีบทโดยมีบทนิยามดังนี้

	 ให ้f เป็นฟังก์ชันซึ่งนิยามบนช่วงเปิด (a, b) และ c  (a, b) ฟังก์ชัน f เป็นฟังก์ชันต่อเนื่องที ่x  c ก็ต่อเมื่อ

 1. f(c) หาค่าได้

 2. lim
x→c

 f(x) หาค่าได้

 3. lim
x→c

 f(x)  f(c)

อนุพันธ์ของฟังก์ชันพีชคณิต
	 การหาอนุพันธ์ของฟังก์ชันพีชคณิตสามารถดำาเนินการได้ 

2 วิธ ีดังนี้

 วิธีที	่1 หาอนุพันธ์ของฟังก์ชันพีชคณิตโดยใช้บทนิยามของ

การหาอนุพันธ์ในรูปลิมิต

f(x)  lim
h→0

 f(xh)f(x)
h

	 วิธีที	่2 หาอนุพันธ์ของฟังก์ชันพีชคณิตโดยใช้สูตร

●● อนุพันธ์ของฟังก์ชันประกอบ 

	 ถ้าฟังก์ชัน f หาอนุพันธ์ได้ที ่ x และฟังก์ชัน g หาอนุพันธ ์

	 ได้ที่ f(x) แล้วฟังก์ชัน (g  f)(x) หาอนุพันธ์ได้ที่ x และ  

 (g  f)(x)  g(f(x))f(x)

●● อนุพันธ์อันดับสูง

	 อนุพันธ์อันดับสูงเกี่ยวข้องกับความเร็วและความเร่ง โดย  

 ds
dt

  v และ dv
dt

  d
2s

dt2
  a

	 เมื่อ s คือระยะทาง, t คือเวลา, v คือความเร็ว และ a คือ 

	 ความเร่ง

●● การประยุกต์ของอนุพันธ์

	 เมื่อกำาหนดฟังก์ชัน f สามารถนำาความรู้เกี่ยวกับการหา 

	 อนพัุนธ์ของฟงักชั์นพชีคณติมาใช้หาช่วงท่ี f เปน็ฟงักชั์นเพิม่ 

	 หรือเป็นฟังก์ซันลด รวมถึงค่าสูงสุดและค่าต่ำาสุด

ปฏิย�นุพันธ์และปริพันธ์ไม่จำ�กัดเขต
●● ปริพันธ์ไม่จำากัดเขต 

	 ปริพันธ์ไม่จำากัดเขตของฟังก์ชัน f เขียนแทนด้วย ∫f(x)dx 

โดย ∫f(x)dx  F(x)c เมื่อ F(x)  f(x) และ c เป็นค่าคงตัว

ใดๆ (ปฏิยานุพันธ์ของฟังก์ชัน f คือ ปริพันธ์ไม่จำากัดเขตของ

ฟังก์ชัน f)

●● ปริพันธ์จำากัดเขต 

	 กำาหนด f เป็นฟังก์ชันต่อเน่ืองบนช่วง [a, b] ปริพันธ์ 

จำากัดเขตของฟังก์ชัน f บนช่วง [a, b] เขียนแทนด้วย ∫
b

a
f(x)dx 

โดย ∫
b

a
f(x)dx  F(b)F(a) ทัง้นี้เิราสามารถนำาความรูเ้กีย่วกบั 

การหาปริพันธ์จำากัดเขตมาใช้ในการหาพ้ืนท่ีที่ปิดล้อมด้วย 

เส้นโค้ง y  f(x) จาก x  a ถึง x  b ได้

แคลคูลัสเบื้องต้น



217หน่วยการเรียนรู้ที่ 1 | ลำาดับและอนุกรม

 แบบทดสอบวัดผลสัมฤทธิ์
จงเลือกคำาตอบที่ถูกต้องที่สุดเพียงคำาตอบเดียว

 1.	 ค่าของ lim
x→2

1 2x 3
x2

 เท่ากับข้อใด

  1. 1
8 3

  2. 1
4 3

  3. 0

  4.	 ไม่มีคำาตอบที่ถูกต้อง

 2.	 ค่าของ lim
x→2

x2 x  2

x2
4

 เท่ากับข้อใด

  1. 1
2

  2. 1

  3. 2

  4.	 ไม่มีคำาตอบที่ถูกต้อง

 3.	 ค่าของ lim
h→0

 1
h 8h3 

1
2h  เท่ากับข้อใด

  1. 1
12 2. 

4
3

  3. 
16
3  4. 

1
48 

 4.	 ค่าของ lim
x→1

 x2 2x3
3x7 2x6

 เท่ากับข้อใด

  1. 2 2. 
1
2

  3. 1
2 4. 2

 5.	 กำาหนดให้

  f(x)  

AxB เมื่อ x  1

x2
6x

x2
5x6

 เมื่อ 1  x  6

BxA เมื่อ x  6

	 	 ฟังก์ชัน f ต่อเนื่องที่ x  1 และ x  6 ค่าของ 

A8B เท่ากับข้อใด

  1. 1 2. 3

  3. 5 4. 7

 6.	 กำาหนดให้

  f(x)  
2x1 เมื่อ 2  x  0

x2 เมื่อ    0  x  2

	 	 และ g(x)  
|x| เมื่อ 4  x  2

x2 เมื่อ 2  x  4

	 	 ข้อใดเป็นจริง

  1. lim
x→2f(g(x))  2

  2. f(g(x))  ต่อเนื่องที่  x  4

  3. f(g(x))  หาค่าได้ที ่ x  2

  4.	 ไม่มีคำาตอบที่ถูกต้อง

 7.	 กำาหนดให้

  f(x)  
6(5x) เมื่อ x  0

2ax เมื่อ x  0

  ฟังก์ชัน f เป็นฟังก์ชันต่อเนื่องที่ x  0 เมื่อ  

a มีค่าเท่าไร 

  1. 3 2. 2

  3. 1 4. 1

 8.	 กำาหนดให้

  f(x)  
x2

x2
2x3

7x2
7x2

   เมื่อ x  2

1     เมื่อ x  2

  f(2) เท่ากับข้อใด

  1. 1 2. 
1
3

  3. 1
3 4. 4

3  

 9.	 กำาหนดให้ f(x)  x2
6xc โดยท่ี c เป็น

จำานวนจริง ถ้า a และ b เป็นคำาตอบของ

สมการ f(x)  0 เมื่อ a  b และ 3a2b  20 

แล้ว f(c) มีค่าเท่ากับข้อใด

  1. 38 2. 26

  3. 26 4. 38 
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 10.	 กำาหนดให้  g เป็นฟังก์ชันพหุนาม  และ  

f(x)  xg(x) ถ้า  f(x)  4x3
9x2 และ  

f(2)  8 แล้ว d
dx f(x)

g(x)  ที่จุด x  2  

มีค่าเท่ากับข้อใด

  1. 4 2. 2

  3. 1 4. 4

 11.	 กำาหนดให้ f เป็นฟังก์ชันซึ่งหาอนุพันธ์ได้ที่ 

ทุกจุด และ h(x)  x3
1 ถ้า a เป็นจำานวนจริง 

ซึง่ (h  f)(a)  9, (h  f)(a)  0, (h  f)(a)  1 

แล้วข้อใดถูกต้อง

  1. f มีค่าสูงสุดสัมพัทธ์ท่ีจุด a และมีค่า 

	 เท่ากับ  1

  2. f มีค่าสูงสุดสัมพัทธ์ท่ีจุด a และมีค่า 

	 เท่ากับ  2

  3. f มีค่าต่ำาสุดสัมพัทธ์ที่จุด a และมีค่า 

	 เท่ากับ  1

  4. f มีค่าต่ำาสุดสัมพัทธ์ที่จุด a และมีค่า 

	 เท่ากับ  2

 12. ∫( x 1)2dx  เท่ากับข้อใด

  1. 1
2x2


4
3x

3
2xc

  2. 1
2x

4
3 x 

1
x

c

  3. 2x2


3
4x

3
2xc

  4. 2x
3
4 x 

1
x

c

 13. ∫ x2
1
x

2

dx  เท่ากับข้อใด

  1. x3
x

1
xc

  2. 1
3x3

2x
1
xc

  3. x3
x2

xc

  4. 1
3x3

2x2


1
xc

 14. ∫ 3x2
2x1

x
 dx  เท่ากับข้อใด

  1. 2
15(9x2

10x15)c

  2. 2
5(9x2

10x15)c

  3. 2
15 x (9x2

10x15)c

  4. 2
15 x (3x2

10x15)c

 15. ∫ 1
x1

 dx  เท่ากับข้อใด

  1. 1
2 x1c 2. 1

2 x1
c

  3. x1c 4. 2 x1c

 16. ∫(42x2)7xdx  เท่ากับข้อใด

  1. 
1
32(42x2)8

c

  2. 
1
16(42x2)8

c

  3. 1
32(42x2)8

c

  4. 1
16(42x2)8

c

 17. ∫
2

1

x7
2x1
4x3 dx  เท่ากับข้อใด

  1. 221
160 2. 223

160

  3. 221
80  4. 223

80

 18.	 พื้นที่ของอาณาบริเวณที่ปิดล้อมด้วยเส้นโค้ง 

y  x2
x6 และเส้นตรง y  4 เท่ากับ 

ข้อใด

  1. 3
2  ตารางหน่วย

  2. 5
2  ตารางหน่วย

  3. 7
2  ตารางหน่วย

  4. 9
2  ตารางหน่วย
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 19.	 พื้นที่ของอาณาบริเวณท่ีปิดล้อมด้วยเส้นโค้ง 

y  x2
x และ y  xx2 เท่ากับข้อใด

  1. 1
6  ตารางหน่วย

  2. 1
4  ตารางหน่วย

  3. 1
3  ตารางหน่วย

  4. 1
2  ตารางหน่วย

 20.	 พื้นที่ของอาณาบริเวณที่ปิดล้อมด้วยเส้นโค้ง 

y  x3
2x2

2x และแกน X จาก x  0 ถึง  

x  4 เท่ากับข้อใด

  1. 16  ตารางหน่วย

  2. 18  ตารางหน่วย

  3. 109
3   ตารางหน่วย

  4. 112
3   ตารางหน่วย


