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ผลการเรียนรู้ 
วชิา คณติศาสตร์ก้าวหน้า 2       รหัสวชิา ค23204 ช้ันมัธยมศึกษาปีที ่3   ภาคเรียนที ่2  
 

1. พิสูจน์เอกลกัษณ์ของตรีโกณมิติได ้

2. หาค่าเอกลกัษณ์ของตรีโกณมิติเม่ือก าหนดมุมต่างๆมาใหไ้ด ้

3. แกโ้จทยปั์ญหาเก่ียวกบัเอกลกัษณ์ของฟังกช์นัตรีโกณมิติได ้

4. แกโ้จทยปั์ญหาโดยใชก้ฎของไซน์(Sine Law) ได ้

5. แกโ้จทยปั์ญหาโดยใชก้ฎของโคไซน์(Cosine Law) ได ้

 

ตรีโกณมติขิั้นสูง 
 ตรีโกณมิติเป็นการศึกษาความสัมพนัธ์ระหวา่งดา้นและมุมในรูปสามเหล่ียม ค าวา่ “ตรีโกณมิติ” 

เป็นค าศพัทใ์นภาษากรีก ซ่ึงเกิดจากค าวา่ “รูปสามเหล่ียม” (trigono) และ “การวดั” (metro) ถึงแมว้า่ชาว
กรีกในสมยัโบราณไดใ้ชต้รีโกณมิติในการศึกษาดาราศาสตร์ ตรีโกณมิติมีความเป็นมาเก่าแก่กวา่นั้น 
กล่าวคือ ชาวอิยปิตไ์ดใ้ชต้รีโกณมิติพื้นฐานในการค านวณเพื่อสร้างพีระมิด ตรีโกณมิติท่ีใชใ้นปัจจุบนัมี
ความแตกต่างกบัตรีโกณมิติท่ีใชใ้นสมยัโบราณตรงท่ีมีการใชฟั้งกช์นัท่ีเก่ียวขอ้งกบัมุม ซ่ึงคือ ฟังกช์นั
ตรีโกณมิติท่ีมีสมบติัและสามารถประยกุตใ์ชไ้ดอ้ยา่งกวา้งขวาง ในภาคเรียนน้ีเราจะศึกษาสมบติัพื้นฐานของ
ฟังกช์นัตรีโกณมิติและการประยกุตใ์ช ้เพื่อแกปั้ญหาเรขาคณิต 
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เอกลกัษณ์ตรีโกณมิต ิ

เอกลกัษณ์ตรีโกณมิติ คือ รูปแบบของสมการตรีโกณมิติท่ีเป็นจริงทุกค่าของมุมหรือจ านวนจริงท่ีปรากฏใน  

ฟังกช์นันั้น 

หลกัในการพสูิจน์เอกลกัษณ์ 

1. พิสูจน์ขา้งใดขา้งหน่ึงให้ตรงกบัอีกขา้งหน่ึง (ให้เลือกเอาดา้นท่ีซบัซอ้นมาพิสูจน์) 
2. ควรจดัทุกฟังกช์นัใหม้าอยูใ่นรูปของ sin หรือ cos ก่อน 
3. น าเอกลกัษณ์ท่ีพิสูจน์ไวแ้ลว้มาเลือกใช ้
4. เอกลกัษณ์พื้นฐานท่ีน ามาช่วยอา้งอิงในการพิสูจน์เอกลกัษณ์ มีดงัน้ี 

1) 2 2sin cos 1    

2) 2 2sec tan 1     

3) 2 2csc cot 1    

 

ตัวอย่างที ่1   จงพิสูจน์เอกลกัษณ์  
4

2 2

2

sin
tan sin

cos


 


   

พสูิจน์  2 2tan sin  ……………………………………………………………………………………………… 

    =……………………………………………………………………………………………….. 

    =……………………………………………………………………………………………….. 

    =……………………………………………………………………………………………….. 

    =……………………………………………………………………………………………….. 

ตอบ……………………………………………………………………………………………….. 
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ตัวอย่างที ่2   จงพิสูจน์เอกลกัษณ์  2cot
cos

tan cot




 



 

พสูิจน์    cot

tan cot



 



……………………………………………………………………………………………….. 

    =……………………………………………………………………………………………….. 

    =……………………………………………………………………………………………….. 

    =……………………………………………………………………………………………….. 

    =……………………………………………………………………………………………….. 

ตอบ……………………………………………………………………………………………….. 

 

ตัวอย่างที ่3   จงพิสูจน์เอกลกัษณ์   
2

2
sin cos 1

2cot
tan sin cos

 


  

 



 

พสูิจน์        
2

sin cos 1

tan sin cos

 

  

 



…………………………………………………………………………………. 

     =…………………………………………………………………………………. 

     =…………………………………………………………………………………. 

     =…………………………………………………………………………………. 

     =…………………………………………………………………………………. 

ตอบ……………………………………………………………………………………………….. 
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ตัวอย่างที ่4   จงพิสูจน์เอกลกัษณ์  
2cot

1 csc
csc 1





 


 

พสูิจน์      
2cot

1
csc 1




 


……………………………………………………………………………………………….. 

    =……………………………………………………………………………………………….. 

    =……………………………………………………………………………………………….. 

    =……………………………………………………………………………………………….. 

ตอบ……………………………………………………………………………………………….. 

 

ตัวอย่างที ่5   จงพิสูจน์เอกลกัษณ์  sin 1 cos
2csc

1 cos sin

 


 


 


 

พสูิจน์      sin 1 cos

1 cos sin

 

 


 


………………………………………………………………………………… 

     =………………………………………………………………………………… 

     =………………………………………………………………………………… 

     =………………………………………………………………………………… 

     =………………………………………………………………………………… 

     =………………………………………………………………………………… 

ตอบ……………………………………………………………………………………………….. 
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ใบงานที่ 1 

จงพิสูจน์เอกลกัษณ์ของฟังก์ชนัตรีโกณมิติ ต่อไปน้ี 

1. csc cos cot    
………………………………………………………………………………………………………………………………………….. 
………………………………………………………………………………………………………………………………………….. 
………………………………………………………………………………………………………………………………………….. 
………………………………………………………………………………………………………………………………………….. 

2. 
21 tan ( ) sec     

………………………………………………………………………………………………………………………………………….. 
………………………………………………………………………………………………………………………………………….. 
………………………………………………………………………………………………………………………………………….. 
………………………………………………………………………………………………………………………………………….. 
………………………………………………………………………………………………………………………………………….. 

3. cos (tan cot ) csc      
………………………………………………………………………………………………………………………………………….. 
………………………………………………………………………………………………………………………………………….. 
………………………………………………………………………………………………………………………………………….. 
………………………………………………………………………………………………………………………………………….. 
………………………………………………………………………………………………………………………………………….. 

4. 2 2tan cot c s sino      
………………………………………………………………………………………………………………………………………….. 
………………………………………………………………………………………………………………………………………….. 
………………………………………………………………………………………………………………………………………….. 
………………………………………………………………………………………………………………………………………….. 
………………………………………………………………………………………………………………………………………….. 

5. 
2(sec 1)(sec 1) tan      

………………………………………………………………………………………………………………………………………….. 
………………………………………………………………………………………………………………………………………….. 
………………………………………………………………………………………………………………………………………….. 
………………………………………………………………………………………………………………………………………….. 
………………………………………………………………………………………………………………………………………….. 
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ผลบวกและผลต่างของฟังก์ชันตรีโกณมิต ิ
 

 1.  sin(A + B)  =  sinA cosB + cosA sinB 

        2.  sin(A – B)  =  sinA cosB – cosA sinB 

        3.  cos(A + B) =  cosA cosB – sinA sinB 

       4.  cos(A – B) =  cosA cosB + sinA sinB 

 

ตัวอย่างที ่6   จงหาค่าของ sin( )
2


  

วธีิท า      sin( )
2


   =………………………………………………………………………………… 

     =………………………………………………………………………………… 

     =………………………………………………………………………………… 

ตอบ……………………………………………………………………………………………….. 

ตัวอย่างที ่7   จงหาค่าของ sin15  

วธีิท า       sin15  =………………………………………………………………………………… 

     =………………………………………………………………………………… 

     =………………………………………………………………………………… 

     =………………………………………………………………………………… 

ตอบ……………………………………………………………………………………………….. 
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ตัวอย่างที ่8   จงหาค่าของ cos75  

วธีิท า       cos75  =………………………………………………………………………………… 

     =………………………………………………………………………………… 

     =………………………………………………………………………………… 

     =………………………………………………………………………………… 

     =………………………………………………………………………………… 

ตอบ……………………………………………………………………………………………….. 

ตัวอย่างที ่9   จงหาค่าของ cos(180 )  

วธีิท า      cos(180 )  =………………………………………………………………………………… 

     =………………………………………………………………………………… 

     =………………………………………………………………………………… 

ตอบ……………………………………………………………………………………………….. 
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ใบงานที่ 2 

จงหาค่าของฟังกช์นัตรีโกณมิติ ต่อไปน้ี 

1. sin 75  
………………………………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………………………………… 

2. cos15  
………………………………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………………………………… 

3. sin105  
………………………………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………………………………… 

4. cos105  
………………………………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………………………………… 

5. sin( )
2


  

………………………………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………………………………… 
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6. cos( )
2


   

………………………………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………………………………… 

7. 
3

sin( )
2


  

………………………………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………………………………… 

8. cos(180 )  
………………………………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………………………………… 

9. sin(360 )  
………………………………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………………………………… 

10. cos(90 )  
………………………………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………………………………… 
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ผลคูณของฟังก์ชันตรีโกณมิต ิ
 

 1.   2sinA cosB  =  sin(A + B) + sin(A – B) 

     2.   2cosA sinB  =  sin(A + B) – sin(A – B) 

     3.   2cosA cosB  =  cos(A + B) + cos(A – B) 

     4.   2sinA sinB  =  cos(A – B) – cos(A + B) 

 

ตัวอย่างที ่10   จงหาค่าของ 2sin5 cos3x x  

วธีิท า          2sin5 cos3x x     =………………………………………………………………………………… 

     =………………………………………………………………………………… 

ตอบ……………………………………………………………………………………………….. 

ตัวอย่างที ่11   จงหาค่าของ 2cos3 sinx x  

วธีิท า          2cos3 sinx x     =………………………………………………………………………………… 

     =………………………………………………………………………………… 

ตอบ……………………………………………………………………………………………….. 
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ตัวอย่างที ่12   จงหาค่าของ 8cos10 cos6x x  

วธีิท า          8cos10 cos6x x  =………………………………………………………………………………… 

     =………………………………………………………………………………… 

     =………………………………………………………………………………… 

ตอบ……………………………………………………………………………………………….. 

ตัวอย่างที ่13   จงหาค่าของ 3sin5 sin 2t t  

วธีิท า               3sin5 sin 2t t   =………………………………………………………………………………… 

     =………………………………………………………………………………… 

     =………………………………………………………………………………… 

ตอบ……………………………………………………………………………………………….. 

ตัวอย่างที ่14   จงหาค่าของ sin 2 cos8x x  

วธีิท า               sin 2 cos8x x   =………………………………………………………………………………… 

     =………………………………………………………………………………… 

     =………………………………………………………………………………… 

     =………………………………………………………………………………… 

ตอบ……………………………………………………………………………………………….. 
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ใบงานที่ 3 

จงหาค่าของฟังกช์นัตรีโกณมิติ ต่อไปน้ี 

1. 2sin3 cos   
………………………………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………………………………… 

2. 2sin( )cos( )      
………………………………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………………………………… 

3. 2cos5 sin3x x  
………………………………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………………………………… 

4. 2cos( )sin( )      
………………………………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………………………………… 

5. 2cos4 sin 2x x  
………………………………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………………………………… 
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6. 2sin cos
2 2

A B A B 
  

………………………………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………………………………… 

7. 4cos sin
2 2

A B A B 
 

………………………………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………………………………… 

8. 4sin cos
2 2

A B A B 
  

………………………………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………………………………… 

9. cos165 sin 75  
………………………………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………………………………… 

10. cos255 cos15  
………………………………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………………………………… 
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เรื่อง กฎของไซน์ 

กฎของไซน์ เป็นกฎที่กล่าวถึงความสัมพันธ์ระหว่างด้านและมุมของรูปสามเหลี่ยมใดๆ เมื่อก าหนดมุม 
2 มุม และด้านที่อยู่ระหว่างมุมทั้งสองมาให้ สามารถใช้กฎของไซน์หามุมและด้านที่เหลือ รวมทั้งใช้หาพ้ืนที่
ของสามเหลี่ยมรูปนั้นได้ 

กฎของไซน์ ในรูปสามเหลี่ยม ABC ใดๆ ถ้า a, b, c เป็นความยาวของด้านตรงข้ามมุม A , B และ C 
ตามล าดับ จะได้ 

 
    

 
 
    

 
 
    

 
        หรือ        

 

    
 

 

    
 

 

    
 

 

 

การหาพื้นที่สามเหลี่ยมใดๆ โดยใช้กฎของไซน์ (กรณีมุม A อยู่ในต าแหน่งมาตรฐาน) 

 

 

 

 

 

 

พ้ืนที่ของรูปสามเหลี่ยม ABC = 
 

 
        

ถา้มมุ B และ C อยู่ในต าแหน่งมาตรฐาน จะไดส้ตูรวา่ 

พ้ืนที่ของรูปสามเหลี่ยม ABC = 
 

 
        

พ้ืนที่ของรูปสามเหลี่ยม ABC = 
 

 
        

 

 

 

C(0, b) 

a 

A(0, 0) 

b 

c 
X 

Y 

B(c, 0) 
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ใบงานที่ 4 

ค าชี้แจง  ให้นักเรียนท ากิจกรรมที่ก าหนดให้เป็นกลุ่ม พร้อมกับน าเสนอผลงาน  

1. ก าหนด ABC จงหาด้าน a และ b เมื่อ   √           และ       

………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

2. ก าหนด ABC จงหาด้านและมุมที่เหลือ เมื่อ           √      √   

………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

3. จงหาพื้นที่ ABC เมื่อก าหนดให้                      

………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

4. จงหาพื้นที่ ABC เมื่อก าหนดให้                   

………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 
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เรื่อง กฎของโคไซน ์

กฎของโคไซน์  เป็นกฎที่กล่าวถึงความสัมพันธ์ระหว่างด้านและมุมของรูปสามเหลี่ยมใดๆ ถ้าก าหนด
ด้าน 2 ด้านและมุมระหว่างด้านทั้งสองมาให้ สามารถใช้กฎของโคไซน์หาความยาวด้านและมุมที่เหลือได้ หรือ
ถ้าก าหนดด้านทั้งสามด้านมาให้ สามารถใช้กฎของโคไซน์หามุมทั้งสามของสามเหลี่ยมใดๆ ได้ 

กฎของโคไซน์ ในรูปสามเหลี่ยม ABC ใดๆ ถ้า a, b, c เป็นความยาวของด้านตรงข้ามมุม A , B และ 
C ตามล าดับ จะได้ 

 

 

 

 

 

 

 

1)                     

2)                     

3)                     

 

 

 

 

 

 

C(0, b) 

a 

A(0, 0) 

b 

c 
X 

Y 

B(c, 0) 
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ค าชี้แจง  ให้นักเรียนท ากิจกรรมที่ก าหนดให้เป็นกลุ่ม พร้อมกับน าเสนอผลงาน  

1. จงหาความยาวของด้าน a  เมื่อ             √    และ        

………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

2. จงหาความยาวของด้าน c  เมื่อ                  และ         

………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

3. จงหาขนาดของมุม B  เมื่อ                 และ      

………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

4. จงหาขนาดของมุมทั้งสาม  เมื่อ                 และ      

………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 
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เร่ือง กฎของไซน์และกฎของโคไซน์ 

1. จงหา a  ถ้า                   และ        

………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

2. จงหา B  ถ้า                   และ       

………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

3. จงหา b  เมื่อ                      √    

………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

4. จงหา b , c  เมื่อ                           

………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

5. จงหาพื้นที่ ABC เมื่อ                       

………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 


